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Oz

Bu makalede, diisiik yogunluklu periyodik egrilikli i¢i bos lifler iceren sonsuz elastik bir ortamda gerilme dagilimi incelenmistir. I¢i
bos liflerin diisiik yogunlugu dikkate alindiginda, aralarindaki etkilesim ihmal edilir. Dolayisiyla, dikkate alinan ortam, sonsuz bir elastik
govdeye gomiilii sonsuz bir uzunluga sahip tek bir periyodik egrilikli i¢i bos liftir. Ayrica, ortamin sonsuzda i¢i bos lif boyunca etkiyen
diizglin dagilmis normal kuvvetlerle yiiklendigi varsayilmaktadir. Ortamlar arasi yiizeylerde ideal temas kosullarinin saglandigi
diistiniilmektedir. Arastirmalar, pargali-homojen cisim modeli ¢ercevesinde elastisite teorisinin ti¢ boyutlu geometrik dogrusal olmayan
kesin denklemleri kullanilarak gergeklestirilmistir. Elde edilen sinir deger probleminin formiilasyonu ve matematiksel ¢éziimiinde sinir
formu pertiirbasyon yontemi kullanilmigtir. Bu ¢alismada, i¢i bos lif ile matris arasindaki temas yiizeyleri tizerindeki normal gerilme ve
kendi kendini dengeleyen kayma gerilmeleri i¢in, sifirinci ve birinci yaklagimlar ¢ercevesinde sayisal sonuglar elde edilmistir. Ele alinan
cisimdeki gerilme dagilimi ve geometrik dogrusal olmamanin bu dagilima etkisi ile ilgili ¢ok sayida sayisal sonug elde edilmis ve
yorumlanmustir. Ayrica, geometrik ve mekanik problem parametrelerinin bu dagilimlara etkileri de analiz edilmistir.

Anahtar Kelimeler: i¢i Bos Lif, Lifli Kompozitler, Gerilme Dagilimi, Periyodik Egrilik, Geometrik nonlineerite.

Stress Distribution in Elastic Media Containing Hollow Fiber with
Periodic Curvature

Abstract

In the present paper, stress distribution is studied in an infinite elastic body containining low concentration of periodical curved hollow
fibers. Taking the low concentration of hollow fibers into account the interaction between them is neglected. So, the considered media
is a single periodical curved hollow fiber with an infinite length embedded in an infinite elastic body. Moreover, it is assumed that the
body is loaded at infinity by uniformly distributed normal forces which act along the hollow fiber. We suppose that on the inter-medium
surfaces the completely cohesion conditions are satisfied. The investigations are carried out within the framework of the piecewise
homogeneous body model with the use of the three-dimensional geometrical nonlinear exact equations of the theory of elasticity. In
formulation and mathematical solution of the obtained boundary value problem, the boundary form perturbation method is used. In this
study, numerical results are obtained in the framework of the zeroth and the first approximations for the normal stress and the self-
equilibrium shear stresses on the contact surfaces between hollow fiber and matrix. The numerous numerical results related to the stress
distribution in considered body and the influence of geometrical nonlinearity to this distribution are obtained and interpreted. Moreover,
the influences of the geometrical and mechanical parameters of problem to these distributions are also analyzed.
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1. Giris

Kompozit malzemeler, uygun &zelliklerinden dolayr ucus araglarinda, otomobillerde, teknelerde, boru hatlarinda, binalarda,
yollarda, kopriilerde ve diger iiriinlerde kulanilmaktadirlar (Ahmad ve ark. 2019; Callioglu ve Kavla, 2019). Kompozitlerin en yaygin
olani, giliclendirici liflerin matris malzeme i¢ine gomiilii oldugu lifli kompozitlerdir. Tek yonlii lifli kompozitlerde liflerin baslangic
egriligine veya biikiimiine sahip olabildigi bilinir (Kelly, 1998; Akbarov ve Guz, 2000; Guz, 2003). Bu egrilikler tasarim sirasinda
duyulan gereksinim veya teknolojik islemlerin sonucudur. Genellikle, teknolojik islemler sirasinda ortaya c¢ikanlar yerel egrilikler,
tasarim gereksinimi sonucu ortaya ¢ikmig olan egrisellikler ise periyodik egrilikler seklinde modellenirler. Yapay olarak iiretilen
kompozit malzemelerin basarili pratik kullanilisi, bu malzemelerdeki gerilme-sekil degistirmenin sozii edilen baglangic egriliginin
dikkate alinarak belirlenmesine baglidir. Liflerdeki egriligin sonucu olarak kendi kendini dengeleyen gerilmeler artar ve bu gerilmeler
lifler yoniindeki basing veya ¢ekme etkisinde liflerin matristen ayrilmalarina yol agabilirler (Akbarov ve Guz, 2000; Corten ve ark.,
1967). Bu ayrilma, toplamlar1 kompozitlerin mukavemet ve rijitligini 6nemli 6l¢iide degistirebilecek makro ¢atlaklara sebep olurlar
(Kashtalyan, 2005). Bunlar diginda, giiclendirici liflerin baslangi¢ kiigiik egriligi, tek yonlii kompozit malzemelerin ¢esitli kirtlma ve
stabilite kayb1 problemleri i¢in model olarak da kullanilirlar (Akbarov, 2012). Sonug olarak, egrisel yapiya sahip kompozit malzemelerin
mekaniginin tespiti, hem sekil degistiren kat1 cisimler mekaniginin gelisimi hem de modern miihendislikte kullanilan ¢cok 6zel kompozit
malzeme bilesenlerinin uygulamalarinda 6nemlidir. Bu amagla, Akbarov ve Guz (1985) makalesinde, tek yonlii kompozitlerde gerilim-
gerinim durumunu aragtirmak icin elastisite teorisinin {i¢ boyutlu kesin denklemlerinin kullanilmasiyla parcali homojen cisim modeli
cergevesinde bir yontem gelistirilmistir. Bu yontemle elde edilen sonuglar Akbarov ve Guz (2002)’de detaylandirilmigtir.

Akbarov ve Guz (1985) yayininda kullanilan yontem, lifler arasindaki etkilesimin yok sayildigi ve diisiik yogunluklu liflerin oldugu
verilmistir. Akbarov ve Kosker (2003)’de s6zii edilen yontem geometrik dogrusal olmayan duruma genisletilmis ve tek ve komsu iki
periyodik egrilikli 1if i¢in elde edilen sayisal sonuglar verilmistir. Bu problemlerin stabilite kaybi1 arastirmalart Akbarov (2007)’de
Ozetlenmistir. Akbarov ve ark (2004, 2006, 2010, 2016) yaymlarinda ise sozii edilen yaklagim, sonsuz matriste periyodik olarak
yerlestirilmis bir lifler siras1 igin gelistirilmis ve karsilik gelen sayisal sonuglar sunulmustur.

Bununla birlikte, yukarida detaylandirilan tiim arastirmalarda, kompozit malzemelerin takviye elemanlariin geleneksel
malzemelerden yapildigi varsayilmigtir. Akbarov (2013) makalesinde, kompozit i¢indeki takviye elemaninin ¢ift duvarli karbon nanotiip
oldugu durumda tek yonlii lifli kompozitlerin yapisinda ig stabilite kaybi problemlerinin gelistirilmesi i¢in girisimde bulunulmustur. Bu
girigim, karbon nanotiipiin, malzeme sabitlerinin belli dl¢iiler dahilinde olmast durumunda, i¢i bos lif olarak modellenebilecegi fikrine
dayandirilmistir (Qian ve ark., 2000; Zhuk ve Guz, 2007; Guz ve Dekret, 2008; Maligino ve ark., 2009).

Bu calismada, sonsuz bir cisimde diisiik yogunluklu sonsuz uzunlukta periyodik egrilikli i¢i bos lifler oldugu problem ele alinmis
ve bu problemin gerilme dagilimi aragtirilmistir. Diisiik yogunluk, i¢i bos lifler arasindaki mesafenin, lifler arasi etkilesimin ihmal
edilebilecegi kadar biiyiik oldugu anlaminda kullanilmigtir. Arastirmalar, parcali-homojen cisim modeli ¢ercevesinde elastisite
teorisinin ti¢ boyutlu geometrik dogrusal olmayan kesin denklemleri kullanilarak gergeklestirilmistir. Cismin, sonsuzda lifler yoniinde
diizgiin dagilmis normal kuvvetler etkisinde oldugu varsayilmustir.

Matris ile i¢i bos lif yiizeyleri arasinda tam yapisma oldugu varsayilarak ele alinan problemin matematiksel formiilasyonu ile sinir-
deger problemi elde edilmistir. Bu problemin ¢6ziimii igin, tiim bilinmeyenlerin kiigiik bir parametrenin kuvvet serisi bigiminde
gosterildigi sinir formu pertiirbasyon yontemi kullanilmistir. Bdylece, her bir yaklasim i¢in denklemler takimi elde edilmis ve yine her
bir yaklasim igin temas kosullar1 bulunmustur. Istenen degerler sayisal olarak belirlenmistir. Bu ¢aligmada, i¢i bos lif ve matris
arasindaki temas ylizeylerinde normal gerilme ve kendi kendini dengeleyen kayma gerilmeleri icin sifirinct ve birinci yaklagimlar
cercevesinde sayisal sonuglar elde edilmistir. Dikkate alinan cisimdeki gerilme dagilimi ve geometrik dogrusal olmamanin bu dagilima
etkisi ile ilgili cok sayida sayisal sonug elde edilmis ve yorumlanmistir.

2. Problemin Matematiksel Formiilasyonu

Sonsuz elastik ortamda diisikk yogunluklu periyodik egrilikli i¢i bos lifler oldugunu diistinelim (Sekil la). Burada “diisiik
yogunluklu” ile lifler arasindaki etkilesimin ihmal edilebilecek kadar liflerin birbirinden uzak oldugu vurgulanmaktadir. Lifin orta

¢izgisine dik olan kesitlerin daire oldugunu ve i¢ yarigapin R; lif kalinligimin H dolayisiyla lif yarigapinin R+H  (Sekil 1¢) oldugunu
ve bu degerlerin lif boyunca sabit kaldigim varsayalim. Sozii edilen kesit dairelerin merkezinden gegen egriyi ¢alisma boyunca lifin
orta ¢izgisi olarak ifade edecegiz. Lagrange koordinatlar1 olarak baslangi¢ noktasi lifin orta ¢izgisi lizerinde olacak sekilde OX;X,X,

kartezyen Or0z silindirik koordinat takimlarimi segelim ($ekil 1b, ). Cismin sonsuzda lif yoniinde (Ox; ( Oz ) y6niinde) p yogunluklu

diizgiin dagilmis normal kuvvetler etkisinde oldugu diisiiniilmektedir.
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Sekil 1. Ele alinan problemin geometrisi ve segilen koordinat takimlart

Bu durumda incelemelerimiz lif ve matrisin farkli lineer elastik, homojen ve izotropik malzemelerden olustugu diistiniilerek, siirekli
ortamlar mekaniginde elastisite terosinin kesin i{i¢ boyutlu geometrik nonlineer denklemleri kullanilarak yapilacaktir. igi bos lifle ilgili
tlim biiyiiklikler (2) iist indisi ile gosterilirken, matris ile ilgili olanlar (1) iist indisi ile gdsterilecektir. Lifin orta ¢izgi denklemini

.2 .2 .
xl:sa(x3)=LS|n(7nx3)=s€sm(7nx3)=s€sm(ocx3), x, =0, a:%, e

olarak ifade edelim. ¢ (0<¢e<<1) lifin egilme genligini belirten kiigiik bir parametre (L egriligin genligi, ¢ egriligin periyodu olmak
tizere), 8(x,) fonksiyonu ise malzemenin p yogunluklu diizgiin dagilmis normal kuvvetler etkisine girmeden Onceki (baslangig

durumundaki, sekil degistirme gerceklesmeden onceki) egilme formunu ifade etmektedir. (1) denkleminde ifade ettigimiz iizere, lifin
orta ¢izgisi x, =0 diizlemi iizerindedir. Kuvvetlerin yiiklenmesinin ardindan da bu ¢izginin ayn1 diizlem iizerinde kaldig

varsayilacaktir. Ici bos lif ile matris arasindaki temas yiizeyini S ile gosterelim. Yukarida kabul edilen varsayimlar dikkate alindiginda,
bu yiizeyin ve birim dis normal vektorii bilesenlerinin ifadeleri asagidaki sekilde yazilabilirler:

r =(L+e% (8" (t,))7sin®0)* {(d(t,)+6%3(t,) (&' (t,)) siné+] R2-£2(3(t, )6 (3 (1,))° (3" (1,))? (1+ez(6'(tg)f)smze]”z}

2
Z, =t,-ed’ (t,)r(t,)sind+e°3(t;)d’ (t,), 3 (ty)= d6(t )
3
2 2 1/2
AG.L)=| [0t )82(6 t) 0z(0,t,) or(d.ty) 0z(0.t;) ar(O.t) | (6.t 0z(6.1,) olmak iizere
ot, 00 ot, o, 00 o,
0z(6,t,) 1 0z(0,t,) or(6,t,) or(6,t,) 0z(6,t,) 1 or(6,t,) el
r(o,t A(B,t , Ny = - A6,2)]", —r(6,t A, t 3
=r(6,t;) 3[(3)] 0 0 a, o o [A(B.2)] r.t,) 3[(3)] (€)
(2) ifadelerinde t3€(-o0, +o0) bir parametredir. Lif malzemesi ve sonsuz elastik ortamda asagidaki alan denklemleri saglanir.
v, [0 (g} +V,u) | =0, @)
26% =V,u® +V,u® +V,u®"V, u®, 5)
o =e¥5! +2e8 e®=e{d +efy) +e¥9 | k=12 (6)

Burada GE:(n)) "lar ve 8(m) ’lar sirasiyla gerilme ve sekil degistirme tansorlerinin fiziksel bilesenleridir. Verdigimiz (4)-(6) denklemlerinde

tansor notasyonu kullanilmistir ve tekrarlanan indislere gore Einstein toplam uylasimi yapilacak, ancak tekrarlanan alti ¢izili indislere
gore bu uylasim uygulanmayacaktir. S ylizeyi lizerinde ideal temas kosullarinin saglandigini kabul edelim ve bu kosullar

. . . )i ) 2
Sin (gf] +Vnu(1)1)‘s n, =c@" (g LV )J)‘ n,, u§1>|s =u >|S i (7)
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Bu denklemlerde n; ’ler ara ylizeyin birim normal vektorii n’nin kovaryant bilesenleridir. Bundan baska, lifin i¢ yiizeyinde (bu yiizeyi

Sy ile, bu yiizeyin dis normal vektoriiniin bilesenlerini ise n(j) ile igaret edelim)

on (gr: +Vnu(2)j )

=0, ®)

sinir kosullarinin saglanir. Bunlarin yani sira agsagidaki sinir kosullarinin da saglandigini varsayacagiz.

1 1 .o
oy — 5P, o —5—0, ij#2z ©)
c’, & ve Gy, &; gerilme (6) ve sekil degistirme (€) tansorlerinin ele alnan silindirik koordinat takimindaki kovaryant ve

kontravaryant bilesenlerini, u!, ui’ler ise yer degistirme (u) vektdriiniin bu koordinat takimindaki kovaryant ve kontravaryant
bilesenlerini gostermektedir.

Yukarida sdylenenlerle, ele alinan problemin matematik formiilasyonu genel bir bigimde verilmis olmaktadir. Béylece, sonsuz
elastik bir ortamdaki periyodik egrilikli i¢i bos sonsuz uzun tek lif iceren kompozit malzemede gerilme analizi (4)-(6) denklemler
takiminin (7)-(9) temas kosullar1 cergevesinde incelenmesine, dolayisiyla sinir-deger problemi haline getirilmistir. Bundan sonraki
asamada bu siir-deger probleminin ¢6ziimii ile ilgilenilecektir.

3. Simir-Deger Probleminin Coziimii

Bir 6nceki boliimde elde edilen simir-deger problemi Akbarov ve Guz (2000)’de verilen sinir formu pertiirbasyon yontemi
kullanilarak ¢oziilecektir. Buna gore bilinmeyen biiyiikliiklerin tiimii, agagidaki sekilde, kiiciik € parametresi cinsinden seri seklinde
gosterileceklerdir.

®) _ N .0 (K ®) _ N 10,000 ©) _ N 10,000
foph —Za O’ ey & —Ze e, U —zg u; . (10)
q=0 q=0 q=0

&% nun katsayilari, detaylar1 burada verilmeyen bazi rutin ama uzun iglemler yapilarak elde edilebilirler. Ayrica, lif-matris arayiizey
denklemi ile bu ylizeyin birim dig vektdr bilesenleri de bu kiiciik parametreye gore seriye acilirsa agagidakiler elde edilir:

2

2
r:R+e§’cos€+%[%—R5'2jcosz9+..., Z=t—Ro'C0SO+£°05'sin° 6 + ... (11)

2 2 2

n :1—'9—[5—sin2 6+ &5 cos’ Hj-i—..., n, — ¢ sin0+sin 20(56"-5°)+...
2R R 2

(12)
. gt . , O°

n3=g§sm6—?sm29. Ro' —F—R&?" +...

(10) ifadeleri (4)-(6) denklemlerinde yerlerine konur ve kii¢iik parametrenin esit kuvvetlerine gore gruplandirma yapilirsa her bir
yaklagim i¢in bir tam system elde ederiz. Bu durumda, (4)-(6) denklemleri sifirinci yaklasim i¢in saglanir ve birinci ve diger yaklagimlar
icin elde edilen denklemler 6nceki yaklasimlarda elde edilen degerleri igerirler. Lif malzemesi gii¢clendirici oldugundan bu malzemeyi
nispeten sert alabiliriz. Boylece sifirinct yaklasim i¢in elde edilen denklemlerde lineer olmayan terim ihmal edilebileceginden birinci

y®1i.0

ve diger yaklagimlarda (grf +V, ) terimi (FHJ terimi ile yer degistirir. Bu kabullerle, birinci yaklasim i¢in denge denklemleri tansor

ve vektorlerin fiziksel bilesenleri cinsinden asagidaki sekilde elde edilirler:

ooW* 100t oot 1 dtul
(et A _(O_r(rk),l _ U;;),l ) n O_Z(r),o r2 =0
or r oé oz r oz

(k)1 (k),1 (k)1 2 .(k)1
aoa'ra W1 8219; N 5‘2& +Zar(;>,1 +§[0’z(zk)'o 5@“92 jzo
roor z z z
N L 0 ( o 82U
a” += 6092 + azz +=ogl +6_ oo R L |=0 (13)
roor 7 r z z

Mekanik ve geometrik iliskiler de asagidaki gibi yazilabilirler:

Ev E (k). (k)L (k). K1 (K oul*

(01 _ ()01 gn © 01 5 _ _ ERN( : : el

ot = JWeldign 4 2, Wl 7 1 e Enn + E + Epga , & ,
(in) i (in) (1 )(1 2 ) b 2(1 V) (11) (22) (33) r ar
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(k)1 (k).1 k)1 k). k)1 k)1 k)1 K),1
01 aug N u, £01 _ aui ) £01 _ 1 6Uf ) N aUé ) Ué 4 001 _ 1 aUé ) N 8U§ )
60 ) - ) -~ 5 -
roo r " oz " rog  or % 2 &  rod

(k)1 (k)1
glor L[ U AU, (14)
20 or 0z

Birinci yaklagim i¢in elde dilen bu denklemler, elastisite teorisinin {i¢ boyutlu dogrusallastirilmis denklemleri ile ¢akisirlar (Akbarov ve
Guz, 2000).

Simdi, her bir yaklasim temas kosullarini (7)-(8) kosullarindan yararlanarak elde edecegiz. Bunun i¢in, (10)-(12) ifadelerini (7)-(8)
denklemlerinde, O'(k) a4 , ur(k)‘q (R, 0,t3) ve (R+H, 0 ,t3) noktalar1 civarinda Taylor serisine agarak kullanacagiz. Bu islemleri ve

kiiclik parametrenin esit kuvvetleri cinsinden gruplandirma yapar ve kabiillerimizi dikkate alirsak her bir yaklagim i¢in agagidaki temas
kosullarina ulagiriz.

Sifirmer yaklagim igin:

(2),0 _ ~(10 (2),0 _@®.0 (2),0 _ i) — ) —
(UD P ST U R PO S O B O T O P TR V) |r:R =0 ()=rrorz, ()=r.0.:z (15)
Birinci yaklagim igin:
2,0 2,0 2,0 2,0
21 oo, | oo | 2,0 2,0 2,0 21 au(i) au(i)
' (@)r (i)r ’ ' v _— _ =
|:O-(i)rj|11 + f1|: or :| +¢1|: pe :| +7, |:O-(i)r:|LO +7% [G(i)"]l,o +7, |:O-(i)z:'1v0 =0, [u(i):|1,1 + 1:1|: ar +¢1 oz 0 (16)
10 10 1,0 1,0
A oo, I°
21 or i 2,0 2,0 2,0 .
[G(i)r:| + f11|: 0;) :| +¢11|: 6(2) :| +7n |:U(i)r t7n |:O-(i)(9 +7a |:O-(i)z:| =0, (i)=r,0,z 17)

(16) ve (17 ) denklemlerinde (i) yerine I, @ and z koyarak birinci yaklagimin temas kosullarini agik olarak elde ederiz., (16)-(17)’de
asagidaki notasyon kullanilmistir:

[¢]1255 — ¢(2),S _¢(1),s : [¢]2,s _ ¢(2),s;

S(t,)

f,=06(,)cos8; ¢ =—(R+H)5'(t;)cosd, y, = (R+H

-8"(t)(R+ H)]cose, Vo = Ra(t:*:' sing; y, =-5'(t,)cos 6 ;
+

=-0'(t,)cos0;

f, =0(t,)cos8; ¢, =—RS'(t,)cos0, 7, :(5(;3)

—5”(t3)chose; y91=—5g3) i

ds(t,) 25(’[ )

) =— " )=

. (2
, o) = €sm(—”x3j
dt,? 4
Simdi, sifirinci ve birinci yaklagimlara ait bilinmeyenleri belirleyecegiz. Akbarov ve Guz (2000)’a gore Poisson oranlarimin esit
alinmas1 (v® =v®) niimerik sonuglarda onemli bir etki yapmamaktadir. islemleri basitlestirmek igin lif malzemesi ile matris
malzemesinin Poisson oranlarini esit kabul edecegiz. Buradan, belli bazi iglemlerle sifirmncr yaklasimin ¢6ziimii asagidaki gibi elde
edilir:

®o _ @0 __P ®.0 ®o _ @0 _ P @0 _ 0, @0
&, =&, E, o, =P, U =Uu, E(l) Z, U &,
(2)0 _ (2) (2) 0 1.0 (2),0 1.0 (2),0 0.0 _ ~(2)0 (2).0 E(Z)
u,” , U =u,"" =0, o =0, =0y . =0,0,"=p £w - (18)
Burada, E! ve E@ sirastyla matris ve 1if malzemelerinin Ox; ydniindeki elastisite modiilleridir.
Sifirinc1 yaklagimin ¢6ziimii olan (18) ifadelerini dikkate alirsak, birinci yaklasima ait temas kosullari asagidaki hale gelir:
do(t, )
"1 @1 (0.1 .1 1 @1 (1).0_ (2) 0
6" —0 =0, (o) -0 =0, -0 ( ) 0s0
( 4 i )(R+H,9,t3) ( " b )(R+H,9,t3) ( O " )(R+H,9,t ) Oz dt,
@1 2.1 — @1 2.1 — €1 2.1 —
ut—u =0, (u,"*" —u =0, (u,"" —u =
( ' ' )(R+H,9,t3) ( ¥ 0 )(R+H,e,t3) ( : : )(R+H,6,t3)
do(t
0rr(2),1| 0.6 (2),1| =0, rZ(2),1| 5?0 ( 3) cosd (19)

ROL) 0 l(Reg) (R,e,t) O dt,
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Birinci yaklagima ait olan (13), (14), (19) problemini ¢c6zmek i¢in asagidaki gdsterilimi kullanacagiz (Guz, 1999).

2
ya 19 wa_0 POTIRREY _ 0 e 10 JEOIEN® :5_2+1ﬁ+ 10

r r oo oroz ¢ or r 066z L Tar rar 1 oe?

ut = (2 +u<k’>1[w” +2u)AL + () +a§:*°)(,f—22] 995 =12,
Z

(20)
(20)’deki "9, y*9 fonksiyonlar asagidaki, diferansiyel denklemleri saglarlar:

AW 4 (W) o ®a _ . | A0 4 (g®) & AW 4 (W) & ®a_g k=12
1+(1)§\V =Us 1‘%%2)? 1+(§3)§X =V, k=],

® p_(K) +G$)’O W0 M(K) +GS§)'O 0 )\‘(K) +2“(K) +GS;<),0
O - - 2 @) @n
24 2” X

Birinci yaklasimin temas kosullariin aldig1 son sekil olan (19)’u dikkate alarak (21) diferansiyel denklemlerini ¢ozersek y®9, 5®)
fonksiyonlarini agsagidaki gibi elde ederiz.
v® _q [Af) 1, &Pan+ B2k Pan) }sin azsin®

@_| A@) @ ) @y @k @
X\ = A2 Il(i2 ocr)—irA3 Il(é3 0cr)+B2 Kl(EJ2 ocr)+B3 Kl(§3 ar) |cosozcoso (22)
\V(l) A K1 (&:I(_l) ar)sinozsinG

D aADk @ Wy @
X = A2 K1(<§2 ocr)-i-A3 Kl(F,3 ar) |cosazcosO (23)

(22),(23)’de a=27x/¢ dir. 1 (x), K,(X) ise sirasiyla sanal argiimanli Bessel fonksiyonlari ve Macdonald fonksiyonlaridir. (22) ve (23)
fonksiyonlarin1 (20) ve (14)’de kullanir, sonra elde edilenleri (19) temas kosullarina tagirsak A(kq), B(kq),k =12,3,9=12

bilinmeyenleri belirleyebilecegimiz lineer denklemler sistemi elde etmis oluruz. Bu sistemi ¢ozerek, istedigimiz gerilme degerlerine
ulasiriz.

3. Sayisal Sonuglar ve Tartisma

Normal ve kayma gerilmelerinin sayisal degerleri sifirinci ve birinci yaklasim ¢ergevesinde elde edilmislerdir. Sonraki
yaklagimlarin hesaba katilmasi, degerleri nitelik olarak degistirmemekte, ancak nicelik olarak kalitesini artirmaktadir. Dolayisiyla,
hesabin buradaki sinirlandirmasi gerilmelerin parametre degerlerine gore degisimlerini izleyebilmek icin yeterli olacaktir (Akbarov ve
Guz, 2000; Kosker ve Akbarov, 2003; Akbarov ve Kosker, 2003, Akbarov ve ark., 2004, 2006, 2010, 2016; v.d.). Sayisal degerler FTN77
programlama ile kodlanan program aracilifi ile bilgisayarda otomatik olarak iiretilmislerdir. Lifin igindeki boslugun tamamen
kaldirilmas: ile elde edilen sonuglarin Akbarov ve Guz (2000)’deki sonuglarla cakismasi ve bilinen mekaniksel degerlendirmelerle
uyumlu olmalari, elde edilen sayisal degerlerin dogrulugunu gostermistir.

O

nn?

o,. ve o, gerilmeleri, arakesit yiizeyi tizerinde, sirastyla ( =0, at,=7/2),(0=0, at,=0),(0=7/2, at,=x/2)
noktalarinda mutlak maksimal degerlerini almaktadirlar. Bunu, gerilme degerlerinin hesabina giren gerilme tansoriiniin fiziksel
bileseninin matematiksel ifadesinden gérmek miimkiin olmustur.

Gerilme degerlerine geometrik nonlineeritenin etkisini gostermek i¢in, e= p/ E® boyutsuz parametresini, lif yaricapmin etkisini
gostermek icin x =a(R+H) boyutsuz parametresini ve lif kalinhgimin etkisini gostermek icin de y=H/(R+H) boyutsuz
parametrelerini tanimlayalim. Sekil 2, 3 ve 4’de sirasiyla o, /p, o,,/p ¢ o,./p lerile y=a(R+H) arasindaki iliskiyi gosterirken
Sekil 5, 6 ve 7 ise o,,/p, 0, /P e o,/p’ler ile y=H/(R+H) arasindaki iligkiyi yansitmaktadir. Bu grafikler ¢=0.015,
v =v® =03, E?/E®W =300 durumunda farkli € parametresi degerlerinde kurulmuslardir. Bilindigi iizere geometrik lineer
durumda s6z konusu gerilmeler i¢in elde edilen sonuglar, ¢cekme ( €> 0 ) ve basing (€< 0) durumlarinda ancak isaret farki gosterirler.
Bu grafiklerden de e=+5.10" degerlerinde gerilme degerlerinin mutlak degerinin gakistig1 izlenmektedir. Ayrica, grafikler |e| degeri

arttikca cekmede gerilme degerlerinin azaldigini, basingta ise gerilme degerlerinin arttigini géstermektedir. o

nn?

o,. gerilmeleri o,
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gerilme degerlerine gore daha biiyiik degerler alabilmektedirler. Yine grafiklerden, o,,/p, o,,/p ve o, /p’ler ve y parametresi
arasindaki iligkilerin monoton olmadigini, s6z konusu gerilmeler ile y arasindaki iligkilerin ise moton oldugunu sdyleyebiliriz.

v® =v® olmasindan dolay: sifirinci yaklasimda bu gerilmeler 6zdeslikle sifira esittir. Dolayisiyla, bu gerilmelerin grafik ve
tablolardaki degerleri lifin baslangi¢ egilmesinden kaynaklanmaktadir.

G, /P
1 o
09
0,8
1 Gnn/p
07 —| 0 -
0,6 —f -0,2 §
05 — 04
04 — 06 —
0,3 —| -0,8 —;
02 =
01 — 12 4
0 —771 L L o e e o A B B 1.4 —
0 0,4 0,8 1,2 16 X 2 -1,6 -
Sekil 2. Cekme ve basingta gesitli € degerlerinde o, /p ile 1.8 —
arasindaki iligki (y=0.2) 5 3
- I L A A B B A
/P 06, /p 04 0,8 12 16 % 2
-0,15 — 1,1 —
02 — =
025 — 09 —
03 0.8 —
= 07 —
035 — .
] 06 —
04 — -
3 05 —
0,45 E -
= 04 —
05 ==70.00005, 0.0005 03 ; €=-0.00005, -0.0005
0,55 é 02
'016 \\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\ 0,17\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\

o

0,4 0,8 1,2 16 X 2

o

0,4 0,8 1,2 16 X 2

Sekil 3. Cekme ve basingta ¢esitli € degerlerinde Gm/p ile x arasindaki iliski (y=0.2)
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G../p

0 — 1,8
-0,1 g 1,6
-0,2 = 1,4

-0,3 —
= 1,2

04 —
| 1

-0,5 —
= 0,8

0,6 —
J 0,6

-0,7 —
08 — 0.4
09 — 0,2
e e o L B 0

0 0,4 0,8 1,2 16 X 2
Sekil 4. Cekme ve basingta cesitli € degerlerinde o, / p
c../p 0
E -0,5
B €= 0.00005, 0.0005 -1
E 15
- -2
— 25
B -3
- 35
—: -4
E 45
- -5
—_ -5,5
n -6
TTT T[T T T T T T[T T[T T[T [TTTT]TTT]
0 0,056 01 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35Y 0,4

G../p

0 0,4 0,8 1,2 16 X 2

ile y arasindaki iliski (y=0.2)

c../p

e€=-0.00005, -0.0005

0 005 01 015 02 025 0,3 O,35Y 0,4

Sekil 5. Cekme ve basingta ¢esitli € degerlerinde o, / p ile y arasindaki iliski (y=0.3)
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Gy /P G../p

0,15 — 28 —

02 = 26 —
-0,25 é 2,4 é

03 = 22 -
035 — 2 -

04 — 18 —
045 — 16 =

05 — 14 —
-0,55 — 12 =

0,6 — 1=
-0,65 — 08 —

0,7 - 06 —
075 = €= 0.00005, 0.0005 04 3 = -0.00005, -0.0005

-0,8 é 0,2 é
-0,85 :\H\‘\\H‘\\H‘HH‘HH‘HH‘HH‘HH O:\H\‘\\H‘HH‘HH‘HH‘HH‘HH‘HH

0 005 01 015 02 025 03 0,35y 0,4 0 005 01 015 02 025 0,3 0,35Y 0,4
Sekil 6. Cekme ve basingta cesitli € degerlerinde o, / p ile y arasindaki iliski (y=0.3)
G, /P G../p

0 — 55 —
01 = 5 3
0,2 ]
03 3 4,5 =
04 = 4 =
e 35 —
06 — =
0,7 —i 3 =
08 = 25 —
09 g

4 = 2 =
1,1 4 1.5 5
12 = €=0.00005, 0.0005 3
13 - =
14 = 05 — €=-0.00005, -0.0005
-1,5 :HH\HH\HH\HH\\\H\HH\HH\HH 0 7\\H\HH\\H\\HH\HH\HH\HH\HH

0 005 01 015 02 025 03 035 04 0 005 01 015 02 025 03 035 04

Sekil 7. Cekme ve basingta ¢esitli € degerlerinde Gne/ p ile vy arasindakiiliski (x=0.3)

Tablo 1,2 ve 3 gesitli v, E?/E® ve e degerlerinde sirasiyla o, /p, o,./p € 0,./p gerilmelerinin aldig1 somut sayisal degerler
goriilmektedir. Buradan da, |e| degeri arttikca cekmede gerilme degerlerinin azaldigi, basingta ise gerilme degerlerinin arttig1
goriilmektedir. Ayrica geometrik lineer durumunda ¢ekme ve basinca karsilik gelen gerilme degerlerinin mutlak degerce ayni kaldigina
tanik olunmaktadir. Bundan baska y ve E® / E® parametrelerinin artiminin gerilme degerlerini artirdigini sdyleyebiliriz.

Tiim sayisal hesaplamalarda kullanilan € degerlerinin stabilite kaybina sebep olan kritik degerlerden kiigiik oldugunu, dolayisiyla
stabilite kayb1 dncesi gerilme arastirmasi yapildigini belirtelim.
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(2)

Tablo 1. Cesitli vy, ol ve € degerleriigin o, [P gerilme degerleri (X =O.3)

T /P
E® e=p/EY
E® v Cekme Basing
0.00005 0.005 0.01 0.05 -0.00005 -0.005 -0.01 -0.05
20 0.05 0.0191 0.019 0.019 0.0189 -0.0191 -0.0191 -0.0191 -0.0192
0.1 0.037 0.0369 0.0368 0.0363 -0.037 -0.037 -0.0371 -0.0377
0.2 0.0736 0.0733 0.073 0.0708 -0.0736 -0.0739 -0.0742 -0.0768
0.3 0.1076 0.107 0.1064 0.1019 -0.1076 -0.1082 -0.1088 -0.1144
0.4 0.1377 0.1367 0.1357 0.1286 -0.1377 -0.1387 -0.1398 -0.149
50 0.05 0.0485 0.0483 0.0482 0.0473 -0.0485 -0.0486 -0.0487 -0.0498
0.1 0.099 0.0984 0.0979 0.0941 -0.099 -0.0995 -0.1 -0.1047
0.2 0.1931 0.1913 0.1894 0.1761 -0.1932 -0.1951 -0.1972 -0.2156
0.3 0.2753 0.2716 0.2679 0.2425 -0.2754 -0.2793 -0.2834 -0.3222
0.4 0.3461 0.3403 0.3346 0.2964 -0.3462 -0.3523 -0.3587 -0.4222
100 0.05 0.1015 0.1009 0.1004 0.0964 -0.1015 -0.102 -0.1026 -0.1076
0.1 0.2019 0.1999 0.1978 0.1833 -0.202 -0.2041 -0.2063 -0.2267
0.2 0.377 0.3701 0.3634 0.3185 -0.3772 -0.3844 -0.3921 -0.4698
0.3 0.5235 0.5104 0.498 0.4184 -0.5238 -0.5377 -0.5526 -0.717
0.4 0.6473 0.6276 0.609 0.4952 -0.6477 -0.6688 -0.6918 -0.9665
300 0.05 0.3043 0.2997 0.2952 0.2644 -0.3044 -0.3092 -0.3143 -0.3632
0.1 0.555 0.5402 0.5261 0.4374 -0.5554 -0.5712 -0.5882 -0.7807
0.2 0.9373 0.8965 0.859 0.6482 -0.9382 -0.9833 -1.0339 -1.8008
0.3 1.229 1.1604 1.0989 0.7784 -1.2305 -1.3085 -1.3987 -3.2574
0.4 1.4673 1.3712 1.2867 0.8701 -1.4693 -1.5811 -1.7137 -5.6074
400 0.05 0.3959 0.3882 0.3808 0.3314 -0.3961 -0.4041 -0.4127 -0.5005
0.1 0.7005 0.6772 0.6553 0.5238 -0.701 -0.7262 -0.7538 -1.0992
0.2 1.1433 1.0833 1.0292 0.7414 -1.1446 -1.2122 -1.2897 -2.7417
0.3 1.4715 1.3745 1.2892 0.87 -1.4736 -1.5866 -1.7208 -5.7449
0.4 1.7376 1.6047 1.4904 0.9594 -1.7405 -1.8992 -2.0934 -13.6635
(2)
Tablo 2. Cesitli vy, 0 ve € degerleriigin o, [p gerilme degerleri (x:0.3)
O-nr/p
E@ e=p/EY
F v Cekme Basing
0.00005 0.005 0.01 0.05 -0.00005 -0.005 -0.01 -0.05
20 0.05 -0.0981 -0.0981 -0.098 -0.0979 0.0981 0.0981 0.0981 0.0982
0.1 -0.137 -0.1369 -0.1369 -0.1365 0.137 0.137 0.1371 0.1376
0.2 -0.1796 -0.1794 -0.1792 -0.1778 0.1796 0.1797 0.1799 0.1817
0.3 -0.2075 -0.2071 -0.2068 -0.2042 0.2075 0.2079 0.2083 0.2117
0.4 -0.2292 -0.2286 -0.2281 -0.2241 0.2292 0.2298 0.2304 0.2358
50 0.05 -0.1484 -0.1483 -0.1482 -0.1475 0.1484 0.1485 0.1486 0.1494
0.1 -0.1924 -0.1921 -0.1918 -0.1895 0.1924 0.1928 0.1931 0.1961
0.2 -0.2498 -0.2487 -0.2477 -0.2406 0.2498 0.2508 0.2519 0.2622
0.3 -0.2944 -0.2925 -0.2906 -0.2775 0.2945 0.2965 0.2987 0.3193
0.4 -0.3323 -0.3293 -0.3264 -0.3071 0.3324 0.3355 0.3388 0.3719
100 0.05 -0.1915 -0.1911 -0.1908 -0.1884 0.1915 0.1918 0.1922 0.1953
0.1 -0.249 -0.2479 -0.2468 -0.2392 0.2491 0.2502 0.2514 0.2625
0.2 -0.3362 -0.3327 -0.3294 -0.3073 0.3362 0.3399 0.3437 0.3828
0.3 -0.408 -0.4017 -0.3956 -0.3572 0.4082 0.415 0.4222 0.5031
0.4 -0.4699 -0.4603 -0.4514 -0.3966 0.4701 0.4803 0.4915 0.6258
300 0.05 -0.2943 -0.292 -0.2898 -0.2745 0.2944 0.2968 0.2993 0.3241
0.1 -0.4081 -0.4011 -0.3945 -0.3531 0.4082 0.4156 0.4237 0.5149
0.2 -0.5823 -0.5636 -0.5464 -0.4501 0.5827 0.6034 0.6267 0.9809
0.3 -0.7202 -0.6886 -0.6603 -0.5135 0.7208 0.7567 0.7983 1.6573
0.4 -0.8366 -0.7922 -0.753 -0.5609 0.8376 0.8894 0.9508 2.7612
400 0.05 -0.3351 -0.3314 -0.3278 -0.3042 0.3352 0.3391 0.3433 0.3861
0.1 -0.4708 -0.46 -0.45 -0.3898 0.471 0.4826 0.4953 0.6555
0.2 -0.6715 -0.6443 -0.6197 -0.4896 0.6721 0.7029 0.7381 1.4007
0.3 -0.8267 -0.7824 -0.7435 -0.5528 0.8276 0.8792 0.9405 2.7844
0.4 -0.957 -0.8959 -0.8433 -0.5997 0.9584 1.0315 1.1209 6.4639
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E
Tablo 3. Cesitli v, w e degerleriigin o,,[p gerilme degerleri (y =0.3)

1)

Oy /P
E®@ e=p/EY
F Y Cekme Basing
0.00005 | 0.005 0.01 0.05 -0.00005 | -0.005 -0.01 -0.05

20 0.05 | -0.0065 | -0.0065 | -0.0065 | -0.0064 | 0.0065 0.0065 0.0065 0.0066
0.1 -0.0255 | -0.0255 | -0.0254 | -0.0249 | 0.0255 0.0256 0.0257 0.0263
0.2 -0.0632 | -0.0629 | -0.0626 | -0.0605 | 0.0632 0.0635 0.0638 0.0663
0.3 -0.0967 | -0.0961 | -0.0956 | -0.0912 | 0.0967 0.0973 0.098 0.1033
0.4 -0.1258 | -0.1249 | -0.1239 | -0.1171 | 0.1258 0.1268 0.1278 0.1365
50 0.05 | -0.038 -0.0378 | -0.0377 | -0.0368 | 0.038 0.0381 0.0382 0.0393
0.1 -0.0897 | -0.0892 | -0.0887 | -0.0848 | 0.0897 0.0902 0.0908 0.0955
0.2 -0.1828 | -0.1809 | -0.1791 | -0.166 0.1828 0.1847 0.1867 0.2048
0.3 -0.2629 | -0.2592 | -0.2556 | -0.2309 | 0.263 0.2667 0.2707 0.3085
0.4 -0.3315 | -0.3259 | -0.3204 | -0.2832 | 0.3316 0.3375 0.3438 0.4054
100 0.05 |-0.0927 | -0.0922 | -0.0916 | -0.0876 | 0.0927 0.0933 0.0938 0.0988
0.1 -0.1925 | -0.1905 | -0.1885 | -0.174 0.1926 0.1947 0.1969 0.2171
0.2 -0.3641 | -0.3573 | -0.3507 | -0.3066 | 0.3642 0.3714 0.3789 0.4552
0.3 -0.5072 | -0.4944 | -0.4822 | -0.4044 | 0.5075 0.5211 0.5357 0.6966
0.4 -0.6283 | -0.6091 | -0.5909 | -0.4797 | 0.6287 0.6494 0.6718 0.9402
300 0.05 |-0.294 -0.2895 | -0.285 -0.2545 | 0.2941 0.2989 0.3039 0.3524
0.1 -0.5396 | -0.525 -0.5112 | -0.4239 | 0.5399 0.5554 0.5722 0.7615
0.2 -0.914 -0.874 -0.8372 | -0.6304 | 0.9148 0.9591 1.0087 1.7607
0.3 -1.2007 | -1.1335 | -1.0731 | -0.7588 | 1.2022 1.2786 1.3671 3.1898
0.4 -1.4359 | -1.3416 | -1.2587 | -0.85 1.438 1.5476 1.6777 5.4986
400 0.05 |-0.384 -0.3764 | -0.369 -0.3203 | 0.3841 0.3921 0.4006 0.4872
0.1 -0.6821 | -0.6591 | -0.6376 | -0.5084 | 0.6825 0.7073 0.7344 1.0736
0.2 -1.1159 | -1.0571 | -1.004 -0.7218 | 1.1172 1.1835 1.2595 2.6832
0.3 -1.4389 | -1.3438 | -1.2601 | -0.8488 | 1.441 1.5518 1.6835 5.6307
0.4 -1.7022 | -1.5717 | -1.4594 | -0.9381 | 1.705 1.8609 2.0515 13.4111

4. Sonuc¢

Bu ¢aligmada, periyodik egrilikli sonsuz uzunluklu i¢i bos liflerin diisiik yogunluklu olarak yer aldig1 sonsuz elastik ortamda normal
ve kayma gerilmeleri ¢alisilmistir. Diisiik yogunluk kavrami, i¢i bos liflerin aralarindaki etkilesimin ihmal edilebilecegi kadar
birbirlerinden uzak oldugunu ifade etmektedir. Lif ve matris malzemelerinin farkli lineer elastik, homojen ve izotrop oldugu, lif yiizeyine
dik kesitin i¢ i¢ce ¢emberler oldugu (i¢i bos kismi ve dolu kismi i¢in) ve bu gemberlerin yarigaplarinin lif boyunca degismedigi
varsayilmustir. i¢i bos lifin orta cizgisinin bir diizlem iizerinde oldugu ve sekil degistirmeden sonra da bu diizlem iizerinde kaldig
distiniilmistiir. Arastirma, pargali-homojen cisim modeli gergevesinde elastisite teorisinin ii¢ boyutlu dogrusal olmayan kesin
denklemleri kullanilarak yapilmustir. Ele alinan cisme, sonsuzda i¢i bos lifler yoniinde diizgiin dagilmis normal kuvvetin etkidigi
varsayilmistir.

Arakesit yilizey denklemi ve yiizeyin normal vektor bilesenleri yazildiktan sonra, her iki malzemede saglanan denge denklemleri
ve biinye deklemlerinin yazilmasit ve bunlara ideal temas kosullarinin eklenmesi ile yukarida verilen problemin matematiksel
formiilasyonu yapilmis ve sinir deger problemi haline getirilmistir. Bu sinir deger problemi sinir formu pertiirbasyon ydntemi
kullanilarak ¢éziilmiistiir. Bu amagla, tiim bilinmeyenler kiigiik bir parametre cinsinden seri olarak yazilmis, bunlar ilgili yerlerine konup
kiiciik parametrenin esit kuvetlerinin gruplandirilmasi ile her bir yaklagim igin sinir deger problemi elde edilmistir. Bu yaklagimlardan
stfirinci ve birinci yaklasim ¢oziilerek sayisal degerlere ulagilmustir.

Gerilme degerlerinin, lifin yarigapi, lifin dolu kisminin kalinligi, geometrik nonlineerite, elastisite sabitleri oranlari
parametrelerinden nasil etkilendigini gosteren sayisal sonuglar elde edilmistir. Bunlar grafik ve tablolarla gdsterilmistir. Gometrik
nonlineeritenin gerilme degerlerine etkisini gostermek i¢in kullanilan yiik degerleri, stabilite kaybina sebep olan kritik yiik degerlerinden
kiigiik se¢ilmis, dolayisiyla stabilite kayb1 oncesi gerilme dagilimi calhisilmistir. Yiik degerlerinin mutlak degerce degeri arttikca
¢ekmede gerilme degerlerinin azaldig1, basingta ise gerilme degerlerinin arttif1 gézlenmistir. Ayrica, lifin dolu kisminin kalinliginin
artirilmasi ve elastisite sabitleri oraninin artmasi gerilme degerlerini artirmaktadir. I¢i bos lifin yaricapi ile gerilme degerleri arasindaki
iligkinin monoton olmadig1 da saptanmustir.

Literatiirde i¢i bos lifli kompozit malzemenin, lif kalinli§inin ve elastisite sabitleri oraninin belli degerlerinde nanokompozit olarak
tanimlanacag ifade edilmektedir. Bu durumda, i¢i bos lif karbon nano tiip olarak diisiiniiliir. Bilindigi gibi, karbon nanotiipler yiiksek
teknolojik iiriinlerde siklikla kullanilmaya baglanan yap1 elemanlarindandirlar. Buna gore, bu ¢alismada elastisite sabitleri oraninin 300
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ve 400 alinmasiyla elde edilen sayisal degerler, karbon nanotiipiin gomiilii oldugu elastik cisimde gerilme degerlerine kargilik
gelmektedir.
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