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Oz

Perkolasyon teorisi, ag yapilari lizerinde faz gegisleri sirasinda gerceklesen olaylar1 anlamay1 ve tanimlamay1 hedefleyen istatistiksel
bir yaklagimdir. Yapilan bu ¢aligmada, gelistirilen yon-kesme yontemi tanitilarak, perkolasyon teorisinin en temel ve yaygin uygulamast
olan iki-boyutlu 1zgaralar iizerinde, Monte Carlo temelli bir benzetimde, perkolasyon esigi ve kritik iistellerin tespit edilebilecegi
gosterilmistir. Latis lizerindeki herhangi bir diigiim noktasina ait komsular1 gozeterek, bu noktaya ait bag potansiyelini bir dizi ile
tanimlayan yontem, kurulmus baglarin tekrarlanmamasi ve tanimli olmayan baglarin kurulmamast igin ilgili yonlerin kesilerek diziden
cikartilmasina dayanmaktadir. Ayrica, referans numaralarina dayali kiimelenme sistemiyle, kiime davraniglarini incelemeye olanak
saglayan algoritma, bu yontemle evrensel davraniglarin ve kritik stellerin de tespit edilmesini saglamaktadir. Caligmada, yontemin
sinanmas1 adina, kare 1zgara iizerine adreslenen ii¢ farkli temel Arsimet latislerinde, perkolasyon benzetimleri yapilmstir. iki-boyutta
bag perkolasyonu i¢in, liggen, kare ve bal petegi latislerinde, gercek degerleri sirasiyla yaklasik olarak 0,3473, 0,5 ve 0,6527 olan
perkolasyon esikleri, 1000x1000 boyutlarina sahip bir 1zgara iizerinde tiggen latis i¢in 0,3469+0,0016, kare latis i¢in 0,4992+0,0022 ve
bal petegi latis i¢in 0,6510+0,0027 olarak tespit edilmistir. Yine degerleri iki-boyutta evrensel olan kritik isteller £, y, v ve fraktal boyut
D, gercek degerleri sirasiyla 5/36 (~0,1389), 43/18 (~2,3889), 4/3 (~1,3333) ve 91/48 (~1,8958) olmak iizere, liggen, kare ve bal petegi
latislerinde sirasiyla, f degeri 0,1389, 0,1386 ve 0,1390, y degeri 2,3886, 2,3272 ve 2,3275, v degeri 1,3326, 1,3392 ve 1,3168 ve son
olarak D degeri 1,8801, 1,8729 ve 1,8932 seklide tespit edilmistir. Her ii¢ farkl: latis i¢in de olduk¢a uygun sonuglarin elde edildigi
benzetimler 1s18inda gosterilmistir ki yon-kesme yontemi farkli latis tiplerinde ve potansiyelde farkli boyutlarda, gerceklestirilmesi
hedeflenen perkolasyon benzetimlerine etkin ve nispeten kolay bir algoritma olmaya aday durumdadir.

Anahtar Kelimeler: Perkolasyon Teorisi, Perkolasyon Esigi, Kritik Usteller, Yon-Kesme Y6ntemi.

Direction-Cut Method and Two-Dimensional Bond Percolation in
Basic Archimedes Lattices Addressed on Square Latis

Abstract

Percolation theory is a statistical approach that aims to understand and identify events that occur during phase transitions on networks.
In this study, with the developed direction-cut method, it has been shown that percolation threshold and critical exponents can be
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determined with Monte Carlo-based simulation on two-dimensional grids that are the most basic and common application of percolation
theory. By considering the neighbors of any site on the lattice, the method of defining the bond potential of this site with an array is
based on cutting the related directions from the array so that the established bonds are not repeated and the infeasible bonds are not
established. In addition, the algorithm, which allows examining the cluster behavior with the cluster system based on reference numbers,
enables the detection of universal behaviors and critical exponents. In order to test the method, percolation simulations have been
performed in three different Archimedean lattices addressed on square grids. In two-dimensional bond percolation, on a 1000 x 1000
grid, the percolation thresholds for triangular, square, and honeycomb lattices, exact values of which are approximately 0.3473, 0.5 and
0.6527 respectively, have been found as 0.3469 + 0.0016 for the triangular lattice, 0.4992 + 0.0022 for the square lattice, and 0.6510 +
0.0027 for the honeycomb lattice. Also, critical exponents such as g, y, v, and fractal dimension D, values of which are universal in two-
dimensions and the exact values are 5/36 (~0.1389), 43/18 (~2.3889), 4/3 (~1.3333), and 91/48 (~1.8958), respectively, have been found
as 0.1389, 0.1386, and 0.1390 for f; 2.3886, 2.3272, and 2.3275 for y; 1.3326, 1.3392, and 1.3168 for v; and finally 1.8801, 1.8729, and
1.8932 for D in triangular, square and honeycomb lattices, respectively. The results of the simulations which are quite convenient for
all three different lattices showed that the direction-cut method is a strong candidate to be an effective and relatively easy algorithm for
percolation simulations targeted to different lattice types and potentially in different dimensions.

Keywords: Percolation Theory, Percolation Threshold, Critical Exponents, Direction-Cut Method.

1. Giris

Staudinger’e ait tezin kabul gormesinin ardindan (Feldman, 2008) baslayan polimer ¢aginin en heyecanli donemlerinde, Flory’nin
meshur li¢ makalesiyle filizlenen perkolasyon teorisine ait seriiven (Flory, 1941a, 1941b, 1941c), teoremin isim babalar1 Broadbent ve
Hammersley’in gaz maskeleri {izerine yaptiklari ¢aligma ile gelisimine devam etmistir (Broadbent ve Hammersley, 1957). Kristaller ve
labirentler alt baslikli matematik temelli bu c¢aligma, perkolasyon yaklasiminin farkli alanlarda da s6z sahibi olup, AratGjo ve
arkadaslarinin da ifade ettigi sekilde (Aratjo vd., 2014), dlmeye niyeti olmayan dokuz canli bir kedi gibi, 21. yiizyila kadar hiz
kaybetmeden gelisecegini gdsteren ilk isaret kabul edilebilir. Ozellikle fizikg¢i ve matematikgilerin ilgilisini siklikla ¢ceken teori, iletken
malzemeler, kiy1 seritlerine ait fraktallar, ¢ok ¢esitli ag yapilari, tiirbiilans, manyetik modeller, koloitler, biiyiime modelleri, tutma
kapasitesi ve peyzaj havzalari, spin kuantum Hall gecisi, kafes ayar kurami, orgiilerin cebirsel ve topolojik 6zelliklerine olasiliksal
yaklagimlart gibi ¢ok cesitli alanlarda, farkli problemlere cevap verecek sekilde, biiyiik ¢apli bir uygulama alani1 bulmustur (Saberi,
2015).

1960’11 yillarin basinda, Fisher ve Essam tarafindan yapilan ¢aligmalarla (Fisher, 1961; Fisher ve Essam, 1961), bilim camiasinin
giindemine giren kiime dlgiileri ve perkolasyon esikleri, bugiin de halen farkli rgiiler ve yapilar i¢in en 6nemli konular arasinda yer
almaktadir. Ele alinan 6rgii veya yapinin sahip oldugu ag mimarisi ve boyutuna gore degisen perkolasyon esikleri ve bununla birlikte,
sistemin sadece boyutuna bagli kalan kritik {isteller konusundaki ¢aligmalar, bilim insanlar1 tarafindan, teorik ve hesaplamali diizlemde
paralel sekilde ele alinmistir. Bu baglamda, Stauffer ve arkadaslarinin perkolasyon alanindaki katkilar1 olduk¢a 6nemli olup, yillar
icerisinde, meslektaglart i¢in de biiyiik bir motivasyon kaynagina sebebiyet vermiglerdir (Stauffer, 1979; Stauffer ve Aharony, 1985;
Stauffer vd., 1982). Giiniimiizdeyse, 6zellikle miihendislik ¢alismalarinda uygulama alani bulan perkolasyon teorisi, ag yapisi iceren
ve/veya faz gegislerinin goriildiigii sistemleri anlamak, yorumlamak ve sekillendirmek i¢in bigilmis kaftan roliinii devam ettirmektedir.
Yiiksek isterlere sahip teknolojilerde gereksinimi her gecen giin artan ¢coklu fonksiyona sahip kompozit malzemelerin gelistirilmesinden
(Trompeta vd., 2019), bu malzemelerin en uygun 6zelliklerde tiretimi adina teorik ve deneysel ¢alismalara kadar (Kaynan vd., 2020; Li
vd., 2007), ve hava trafigi modellemelerinde dahi (Cook vd., 2015) perkolasyon teorisi, bugiin de bagvurulmasi gereken yontemler
arasinda halen ilk siralardadir.

Iki-boyutlu perkolasyon ¢alismalari, stokastik Loewner evrimi, konformal doniisiim ve 6lgek degismezligi, miknatislanma, Ising
modeli gibi genel itibariyle matematiksel modeller ve teorik fizik ¢aligmalar1 i¢in tercih edilse de (Saberi, 2015), farkli miihendislik
alanlar1 (Fernandez-Anez vd., 2017; Winterfeld vd., 1981; Zeng vd., 2019) ve sosyal bilimler (Solomon vd., 2000) i¢in de kullanim
alan1 saglamistir. Teoriye ait gelisimin ilk zamanlarindan itibaren oldukg¢a degerli ¢calismalarin yapildig: iki-boyutta perkolasyon, kritik
perkolasyon esiklerinin tam degerlerinin bulundugu ve kritik tistellerin tespit edildigi teorik (Sykes ve Essam, 1963, 1964) ve benzetim
(Hoshen ve Kopelman, 1976; Hoshen vd., 1978) ¢alismalarina siklikla konu olmus ve halen olmaya da devam etmektedir (Newman ve
Zift, 2001; Vogel vd., 2010; Zerko vd., 2012).

Bu calismada, yon-kesme yontemi olarak isimlendirilen bir algoritma, Monte Carlo temelli benzetim ¢alismalarinda kullanilmak
iizere tanitilmistir. Yontem, iki-boyut &zelinde temel Arsimet latisleri iizerinde sinanarak, alinan sonuglar evrensel davranislar
gozetilerek yorumlanmigtir. Bu ydntemle, iki- ve ii¢g-boyutlu sistemler basta olmak iizere, giris seviyesinden, daha yiiksek derecede
karmasiklik iceren yapilara kadar perkolasyon benzetimleri yapilabilmektedir. Ana yonteme ek olarak, referans numaralarini temel alan
kiimelenme yapisiyla, oldukga etkili bir ¢aligma sistemine sahip olan algoritmalar, kiimelenme ile ilgili yapilacak ¢calismalarin da 6niinii
agmakta ve evrensel davranislarini takip etmeyi kolaylastirmaktadir. Yontemi tanitmak ve perkolasyon benzetimlerine uygun oldugunu
gostermek amaciyla, iki-boyutlu Arsimet latisleri lizerinde bag perkolasyonu se¢ilmis olsa da yon-kesme yontemi, esnek dogasi
nedeniyle nokta ve bag perkolasyonu icin de kullanilabilmektedir. Latis lizerindeki herhangi bir diigiim noktasina, istenilen sayida yon
veya komsuluk tanimlanabilmesiyle, ihtiya¢ oldugu takdirde, yiiksek dereceli komsuluklara sahip latislere ve/veya iki-boyut iistiindeki
sistemlere de cevap verebilmektedir.

2. Perkolasyon Esigi ve Kritik Usteller
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Perkolasyon teorisi, herhangi bir drgii iizerinde tanimlanmis diigiim noktalar1 ve bu noktalar arasindaki baglar iizerinden iki farkl
sekilde ele almnabilir. {lgili yaklasim, eger diigiim noktalarinin dolu olup olmadiklar1 iizerinden tanimlaniyorsa nokta (site) perkolasyonu,
eger bu diigiim noktalar1 arasindaki baglar iizerinden tanimlaniyorsa da bag (bond) perkolasyonu olarak isimlendirilir. Fakat temel tutum
her iki yaklasim i¢inde aynidir. Teoriye gore, herhangi bir anda, isgal edilen noktalarin veya kurulan baglarin sahip olduklar1 var olma
olasiliklari p ise, bos noktalarin veya kurulmamis baglarin da olasilig1 /-p seklindedir. p degerinin artmasiyla, yani noktalarin dolmasi
veya baglari kurulmasiyla olusan kiimelenmeler sayesinde, dyle bir an gelecektir ki bir kiime, diger olugan kiimelenmeleri de biinyesine
katarak, tiim 6rgiide baskin pozisyona gececektir. Sonsuz kiime (s«) olarak isimlendirilen bu kiime, sahip oldugu son eleman ile 6rgiiniin
herhangi karsilikli iki kenarina dokunacak kadar biiyiiyecektir. Bir faz gegisinin yasandigt bu kritik noktadaki olaya perkolasyon, bu
ozel p degerine ise perkolasyon esigi (p.) ismi verilmektedir. Perkolasyonun gergeklestigi esik degeri her ne kadar orgiiye bagli olarak
degisiklik gosterse de kiimelenme ve faz gegisi ile ilgili fenomenler evrensel nitelikte olup, drgiiniin seklinden bagimsiz olarak sadece
orgii boyutuna bagl olacak sekilde meydana gelmektedirler.

Sekil 1°de, iki-boyutlu bir kare 1zgara {izerinde, perkolasyon asamalari tasvir edilmektedir. Bag ve nokta perkolasyonu yaklagiminin
her ikisi i¢cin de 6rnek olan bu tasvirde, zamanla kurulan baglar veya isgal edilen noktalar goriilmektedir. Baglangicta kiiciik p degeri
icin olusan kiimeler az sayida ve sahip olduklar1 eleman sayilar1 az miktarda iken (Sekil 1a), kritik esik sonrasi sonsuz kiime olusmus
ve sahip oldugu eleman sayisi tiim 1zgaray1 bir uctan digerine kapsayacak sekilde ¢ogalmistir (Sekil 1b).

Sekil 1. Kare 1zgara iizerinde kiimelenme asamalari; p (a) esik degerinden kiigiik bir degere ve (b) esik degerinin iistiinde bir
degere sahipken.

Izgara iizerindeki diigiim noktalarinin, zamanla birbirleriyle bag kurmalari, Sekil 1a’da goriildiigii gibi kiigiik kiimelenmelerin
baslamasi: anlamma gelmektedir. Matematiksel olarak bu kiimeler ifade edilmek istenirse, s biiylikliigiindeki kiimelerin dagilim
fonksiyonu 7, olmak iizere, kiimelerin ortalama biiytikliigi,

Zss*ns(p)
S(p) = as” sV (D
Xssns (p)
degerine esittir. Bu biiyiikliik, perkolasyon esigine yaklastik¢a sonsuza dogru yaklasirken, davranist ise,
SE)x@.—p)7Y,  p—=p” 2)
seklinde orantilidir. Rastgele bir bagin sonsuz kiimeye ait olma olasilig1 olarak tanimlanan sonsuz kiimenin giicil ise,
P@) x®-p), p—p* 3)

olarak verilir. Verilen f ve y, perkolasyon teorisinde tanimlanan kiimelenme dinamikleri ile ilgili kritik {istellerdir. (Stauffer ve Aharony,
1985).

Buraya kadar tartisilan ifadeler igin herhangi bir sinirlama konulmamistir ve verilen denklemler herhangi bir yapi igin genel gecer
olacak sekilde diizenlenmistir. Her ne kadar Denk. 2 ve Denk. 3, 1zgaranin bilyiikliigiinden bagimsiz olsa da ele alinan 1zgaraya ait kenar
uzunlugu L olmak iizere, yapilan kabuller L= degerine sahip oldugu durumlar i¢in tanimlanmistir. L<oo oldugu durumlar iginse farkl
evrensel davraniglar tanimlanabilmektedir.

Korelasyon uzunlugu &, aym kiimeye ait iki noktanin ortalama mesafesini temsil eder. Bu ifade, bir mikroskobik degiskenin
dalgalanmalarinin digerinin dalgalanmalari ile iligkili oldugu tipik uzunluk Slgeginin bir Slgiislinii verir. Sinirlt bir 1zgara yapi1 igin
(L<o), korelasyon uzunlugu L'ye yaklastiginda,

Ipe(L) — pel oc L7V (4)

egilimi gecerlidir (Vogel vd., 2010). Ayn1 sekilde, s.(L) perkolasyona ugrayan sonsuz kiimenin kiitlesi olmak iizere,
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S (L)  LP (5)

seklindedir. Burada da v ve D kritik iisteller olup, D sistemin fraktal boyutudur ve

D=— (6)
av

degerine sahiptir. Esitlikteki o ise, korelasyon uzunlugu ¢ ile ilgili kritik tisteldir (Stauffer ve Aharony, 1985). Son olarak, kritik tistel
o’nin degeri, kiimelenme ile ilgili kritik tisteller olan § ve y ile tespit edilebilir. Aralarindaki iligki,

2—a=y+2f 7

esitligi ile verilebilir (Stauffer, 1979).

3. Temel Yontem ve Algoritmalar

3.1. Yon-Kesme Yontemi

Bir diizlemde tanimlanan kare 1zgara iki temel elemana sahiptir. Bunlardan ilki, 1zgara {izerindeki diigiim noktalar1 iken, ikincisi
ise bu diigliim noktalar1 arasindaki baglardir (Sekil 2a). Kare 1zgaranin basit tanimi geregi, her bir diiglim noktas1 kendisine yakin komsu
olan diger dort diigiim noktasi ile bag yapabilmektedir. Herhangi bir diigiim noktasina ait baglanma yonleri Sekil 2b’de goriilebilir. Bu
yakin komsularla tanimlanan baglar birinci dereceden baglar olup, iki istii yiiksek dereceli, bagka bir deyisle uzak komsulara tanimlanan
baglar, kare latis lizerinde tanimlanmamusgtir. Fakat ileride de goriilecegi lizere, farkli latis yapilari i¢in, kullanilan yontem ile bir diigiim
noktasina dort bagdan fazlasi veya daha azi tanimlanabilmektedir.

xl_’01234

%%
&

(a) (b)

Sekil 2. (a) Kare 1zgara iizerindeki diigiim noktalar: ve noktalar arasinda tanimli baglar. (b) Bir diigiim noktasinin komsulart ile
arasinda tanmimli baglanma yonleri.

Smurl biiytikliikte iki-boyutlu bir dizi ile tanimlanmis bir kare izgara icin (ki eger sayisal bir hesaplamadan bahsediyorsak
bilgisayarin sonlu hafizas1 boyle bir engel teskil etmektedir), izin verilen birinci dereceden bag sayilari, her diigiim noktasi igin artik
esit degildir. Periyodik sinir kosullariyla tanimlanmamis, dort farkli kenarda konumlanan diiglim noktalari, sinirlarda olmalari nedeniyle
artik bir bagdan yoksun kalmuglardir. Ust kenardakiler 0-yoniinde, sag kenardakiler 1-ydniinde, alt kenardakiler 2-ydniinde ve sol
kenardakiler 3-yoniinde bir baga sahip degildir (Sekil 2). Bunlara ilaveten, tam kdselerde bulunan diigiim noktalar1, iki kenara denk
geldiklerinden, bir komsu daha kaybederek sadece 2 izinli baga sahip olmaktadirlar.

Bu sartlarda tamimlanmis kare 1zgara iizerinde, Monte Carlo yontemi esas alinarak yapilan perkolasyon benzetimi kisaca su
dongiisel asamalar1 icermektedir: (1) Tki boyutlu bir dizide tanimlanan kare 1zgara iizerinde rastgele bir diigiim noktas1 se¢, (2) bu diigiim
noktast ile rastgele bir komsusu arasinda bag kur, (3) sistemin herhangi iki kenar arasinda perkolasyona ugrayip ugramadigini kontrol
et, (4) eger perkolasyon gerceklesmemisse tekrar yeni bir bag kur. Benzetim bu adimlar izlerken dikkat etmesi gereken durumlar
mevcuttur. Bunlardan ilki, rastgele se¢ilen diigiim noktasinin 1zgaranin sinirlarinda konumlanmis olmasidir. Boyle bir nokta i¢in mevcut
olmayan komsularin ve baglarin yok sayilmasi gerekmektedir. ikincisi, kiimelerde yapilmis ayn1 baglarin tekrar kurulmamasi ve son
olarak da kurulan baglar sonucu olusmakta olan sonsuz kiimeyi takip edecek, kiimenin perkolasyona ugradigi ani tespit edecek bir
mekanizmanin kurulmasi gerekmektedir.

Gelistirilen yon-kesme yontemi ile, herhangi bir diigiim noktasina ait mevcut komsu bag yonleri bir dizi ile saklanmaktadir. Kare
1zgara i¢in (Sekil 2b) bu dizinin dort eleman1 {0, 1, 2, 3} seklindedir. Fakat bu dizinin boyutu istenildigi kadar biiyiitiilerek, yiiksek
dereceli komsuluklar da tanimlanabilir. Smirlardaki noktalarinda mevcut olmayan baglarin ve daha dnceden yapilmis olan baglarin,
kisacast artik izinli olmayan yonlerin, diziden ¢ikartilmasi bu algoritmanin en temel yaklasinudir. ilgili yonler kesilerek diziden
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cikartilmig, bu sayede izinli ve/veya tanimli olmayan baglarin ve daha 6nce yapilmis olan baglarin tekrar kurulmaya calisiimasi
engellenmistir.

Bu yontemin uygulanabilmesi i¢in 1zgara iizerindeki noktalarin her birine ait bir bag dizisi tanimlanmalidir. Bu dizide, dort farkli
yon iginde yasakli olan bir yon var ise isaretlenir. Hafiza gozetilerek ilgili dizi sadece dort bit kullanilarak tanimlanabilir. 0 degeri
baglanma izni verirken, 1 degeri ilgili yondeki bagin yasaklandigini simgeler. Sinirlarda konuslanmis noktalara ve 1zgaranin farkl
konumlarindaki noktalarina ait drnek dizi diizenlemeleri Sekil 3°te goriilebilir. Sekil 3a, kenarlarda bulunan noktalarin, izinli olmayan
yonlerinin kesilmesine 6rnek olarak verilmektedir. Sinirlardaki bu islemler, benzetim baglatiimadan 6nce gergeklestirilmelidir.

Benzetim boyunca kurulan baglar karsilikli olarak bagin sahipleri iki diiglim noktasinca da isaretlenmelidir. Aralarindan bag
kurulmus diigiim noktalarindan ilk se¢ilen, yon-kesme sonucu segilen yondeki bagi isaretlerken, bag kurmak i¢in segilen diigiim noktasi
ise bu yoniin ziddina tekabiil eden yonii isaretlemelidir. Bu isaretleme kolaylik agisindan bir ters yon fonksiyonu tanimlanarak basitge
gerceklestirilebilir. Sekil 3b ise benzetim sirasinda karsilagilabilecek olan, bu sekilde farkli yonlerden baglar kurmus ve heniiz hi¢ bag
yapmamis olan diigiim noktalarindan drnekler icermektedir. Her iki drnekte de bag dizilerine karsilik kesilen yonler sonucu yeniden
kurgulanan yon dizileri acik¢a goriilmektedir. Eger kesilen yonler sonucu yon dizisi tamamen bosaltilmigsa (Sekil 3b, son 6rnek), bu
ilgili nokta i¢in tim baglarin yapildigi anlamina gelmekte olup, yeni bir bag kurulmasi icin rastgele yeni bir nokta secilmesi
gerekmektedir.

Bag Dizisi Yon Dizisi Bag Dizisi Yon Dizisi
|0\112\3\ |0\1\12|3\ \OIIPB\ \0\112\3|
x=0,y=1:|1[0[0[0] —[1]2]3] x=1,y=1: .0[0]0[0]— 0[1]2]3]

x=2,y=0:|0]0] 01| ——~[0]1]2] x=3,y=2:10]0[0] 1| —0]1]2]
x=4,y=4:[0[1]1]0] —-[0]3] x=2,y=3:[1[1[1[ 1]~
(a) (b)

Sekil 3. 5 x 5 boyutlarina sahip kare izgaramn (a) kenarlarinda tanimli diigiim noktalarina ait bag dizileri ve yon kesmeler sonucu
tammlanan yon dizileri. (b) Ayni 1zgara iizerinde bulunan benzetim sirasinda olusan baglar sonucu sekillenmis bag dizine karsiik
gelen yon dizileri.

Bag dizisi temel alinarak yonlerin kesildigi bu yontemde, L xL biiyiikliigiinde kare 1zgara iizerindeki diiglim noktalarina ait dort

elemanli bag dizilerini sekillendiren algoritma Sekil 4°te goriilebilir. Bu islemlerin sadece sinirlardaki diigiim noktalar1 i¢in yapildigina
dikkat edilmelidir.

Sekil 4. LxL biiyiikliigiinde tanimlanmis kare 1zgara iizerinde, toplamda dort dongii ile bag dizisini sekillendiren algoritma.

Sekil 4°te verilen yontem ile hazirlanmig bag dizisi kullanilarak tanimlanacak olan bag i¢in asagidaki adimlar izlenmelidir.

(1) Yon dizisi < {0, 1, 2, 3} olarak tanimla.

(2) Rastgele bir x ve y degeri {iret.

(3) Segilen adresteki noktaya ait bag dizisine gore yonleri kes.
(4) Yeni yon dizisinden rastgele bir komsu segerek bag tanimla.
(5) Yeni kurulan bagi, bag dizisinde isaretle

Kare 1zgara i¢in tanimlanan bu yontemde, bag dizilerini olusturmak, sadece sinirlarda konumlanan diiglim noktalar1 i¢in bu
tanimlamay1 yapmak anlamina gelmektedir. Sinirlar diginda geriye kalan diigiim noktalari, Sekil 3b’de tanimlanan tiim baglari igerecegi
i¢in ek bir kontrole ihtiya¢ duymamaktadirlar. Sayisal olarak ifade etmek gerekirse, L xL biiytikliigiinde bir kare 1zgarada, 4L kez bag
dizisini sekillendirmek gerekmektedir. Fakat, igerilerde kalan diigiim noktalari, farkli dereceden baglar iceren ve/veya eksik baglari olan
latisler igin bu sekillendirmenin her noktay1 kapsayacak sekilde L XL kez yapilmasi gerekir. Boyle bir yiikiin benzetim sirasinda ortadan
kaldirilmasi igin, kare latisin aksine diger Arsimet latislerinde, bag dizisini sekillendirmek i¢in kullanilan yon-kesme algoritmasi,
dogrudan bag kurmak i¢in kullanilabilir. Bu durumda bag dizileri, kenar isaretlemeleri diginda, benzetimin basinda tantmlanmamisken,
benzetim sirasinda yon-kesme algoritmasi ile kalan baglar, bag dizisine isaretlenecektir. Sirasi bu sekilde tanimlanan ydntem ile yon-
kesme yontemi dogrudan bag kurmak i¢in kullanilirken, benzetim sirasinda siirekli sekillenen bag dizileri ise dnceden yapilmis baglarin
tekrar kurulmasint engelleme kontroliinde kullanilacaktir. Eger kare 1zgarada bdyle bir yontem kullanilmak istenirse, yon-kesme
algoritmasi Sekil 5’te gortildiigii gibidir.
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Kalan Yonlerden
Rastele Bir Bag Tanimla!
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Sekil 5. LxL biiyiikliigiinde kare 1zgara i¢in yon-kesme algoritmasi.

3.2. Kiimeler ve Perkolasyon Takibi

Izgara yapi lizerinde iki diigiim noktasi arasinda bag kurulmasi demek, esasen bir kiimelenme olusmasi anlamina gelmektedir.
Benzetim boyunca, her seferinde yeni bir diigiim noktasinin bu kiimeye eklenmesi ve farkli konumlarda olusan kiimelerin birbirleriyle
birlesmesi sonucu, nihayetinde sonsuz kiimenin olusarak perkolasyona ugramasi gergeklesecektir (Stauffer ve Aharony, 1985). Monte
Carlo benzetimi yapilirken, bu olusan bu kiimelerin tanimlanmasi i¢in, 1zgara yaptya ait iki-boyutlu dizinin elemanlar1 kullanilabilir. Bu
yontemde, birden baslayarak artan kiime numaralari, diiglim noktalarini temsil eden dizi degerleri olarak atanir (Hoshen ve Kopelman,
1976). Boylelikle rastgele secilen bir diigiim noktasinin herhangi bir kiimeye ait olup olmadigi, eger dahil ise hangi kiimenin iiyesi
oldugu tespit edilebilir.

Benzetimin baslangic kosulunda kare 1zgara tanimlanirken, diigiim noktalarini temsil eden diziye ait her bir deger sifir olarak atanir.
Bu islem, baslangicta kiimelemenin olmadigim veya tiim noktalarinin serbest ve hicbir baga sahip olmadigimi temsil eder. ilk noktanin
secilip, ilk bagin yapilmasinin ardindan kiimelenme islemi baslamis ve / numarali kiime kurulmustur. Boylelikle rastgele se¢ilmis olan
diigiim noktasinin ve yine rastgele se¢ilmis olan bag yaptig1 diigiim noktasinin, iki-boyutlu dizideki yeni degerleri / degerine esitlenir.
Bir sonraki kurulacak olan bag, eger bu kiimeden uzak bir noktada ise yeni 2 numarali kiimenin dogmasi, ayni kiimenin elemanlarindan
birinin yapacag1 bir bag ise de / numaralari kiimeye yeni bir liye katilacagi anlamina gelmektedir (Sekil 6).

00 0 0 0 0 0 0[O0 0 00 0 2 0

00 0 0 0 01 0/0 0 01 0 2 0

00 0 0 0 01 0/0 0 01 0 00

00 0 0 0 00 0[0 0 00 3 3 0

00 0 0 0 0 0 0/0 O 00 0 3 0
(a) (b) (©)

Sekil 6. 5 x 5 boyutlarina sahip kare 1zgaranin (a) baslangi¢ kosulundaki, (b) ilk yapilan bag sonrasi ve (c) birden ¢ok
kiimelenmenin olustugu swradaki iki-boyutlu dizi degerleri.

Yapilan baglar sonucu perkolasyona ugrayacak sonsuz kiimenin takibi ve perkolasyona ugradigi ani tespit edebilmek igin bir
yonteme daha ihtiya¢ duyulmaktadir. Yiiksek ihtimalle burada uygulanabilecek en verimsiz yol, her yeni bag sirasinda, 1zgaray1 temsil
eden dizinin bastan sona taranarak tiim kiimelere ait bilgilerin ¢ikarilmasidir. Ozellikle iki farkl1 kiimenin birlesmesi sirasinda, kiimeleri
temsil eden iki farkli numaranin tek bir degere ¢evrilmesi i¢in, tiim dizideki elemanlarin tek tek elden gegirilmesi, benzetimin siiresi
konusunda oldukga ciddi gecikmelere sebep olacaktir. Boyle bir yaklasim, benzetimde 1zgara boyutuyla orantili sekilde yavaslamalara
neden olusturacaktir.

Bir kiime i¢in, bu olumsuz etkileri bertaraf edebilmek adina, kiimenin sahip oldugu bag sayisi, kare 1zgaranin kenarlaria degme
bilgisi ve referans numarasini igeren bir sinif tanimlanabilir. Bu sinif kullanilarak, tanimlanacak dizinin her bir elemani 1zgara {izerinde
olusacak kiimelere ait tiim bu bilgileri igerecektir.

Kenar degme bilgileri, bir kiimenin 1zgaranin dort farkli kenarlarindan hangisine komsu oldugunu veren bilgidir. Bag dizisinde
oldugu gibi, sadece dort bitlik bir dizi ile saklanabilir olan bu degerler, ilgili kiimenin perkolasyona ugrama durumu konusunda karar
verilmesini saglamaktadir. Kenar degme verileri, kare 1zgaray1 temsil eden iki-boyutlu dizenin de bir sinif olarak tanimlanmasi ile elde
edilebilir. Bu durumda, kare 1zgaranin dort sinirinda yer alan diigiim noktalarina ait kenar degme bilgileri, benzetimin basinda
tanimlanarak, tiim iglemler boyunca saklanir. Bu diiglim noktalar1 herhangi bir kiimenin eleman1 olduklar1 andan itibaren kenar degme
bilgilerini kendi kiimelerine aktararak kiime sinifinda tanimli degme dizisini yeniden sekillendirirler. Sadece sinirlardaki diigiim
noktalarina konulmasi gereken bu isaretlemeler, Sekil 4’te verilen bag dizilerinin tanimlanmasi sirasinda gergeklestirilebilir. Her bir
dongiide bag dizisine ek olarak ayni sekilde kenar isaretlemelerini iceren degme dizisi de isaretlenir.
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Kiime sinifinda referans numarasi tanimlanmasinin sebebi ise kiimelerin birlesmeleri sirasinda saglatiimak istenilen kolayliktir. ki
farkli kiimenin birlesmesi durumunda, tiim 1zgaranin taramasini yapmak yerine, kiimeleri referans numarasiyla temsil etmek, birlesim
sirasinda kiimeler arasinda sadece referans numarasi aligverisi yapilabilmesini miimkiin kilar. Boylelikle diigiim noktasina kaydedilen
kiime numarasi hi¢ degistirilmeden sadece referans numarasi tizerinden kontrol saglanacaktir. Diigiim noktasi farkli bir kiime numarasi
ile isaretlemis olsa da mensubu oldugu kiimenin &zellikleri esasen referans numarasinda sakli olan gergek kiimenin ozelliklerini
tastyabilecektir. Iki kiime arasinda gerceklesen bag sonucu referans numaralarinin tasinmasina dair bir 6rnek Sekil 7°de goriilebilir.
Sekilde ayni zamanda kenar degme bilgilerinin aktarilis1 da betimlenmistir. Tercih edilen yontem, iki farkli numaradan kii¢iik olanin
biiyiik olana referans olmasi ve referans numarasini teslim etmesidir. Nasil ki bir kiime, yeni bir diiglim noktasini iiye olarak kabul
ederken kenar degme bilgilerini de aliyorsa, iki kiime birlesirken de birbirlerine kenar degme bilgilerini miras birakirlar.

& --------- Ref.l 1 Ref 7 & &
00jo[0) 0lo[1]0) 0lo[1]0) 0[0[110) olo[1]0)
1jol1lo

Sekil 7. Farkli kiime ve referans numaralarina sahip kiimelerin baglanmasi. Sekilde 7 numarali kiime, énce 11 sonra 3 numarali
kiime ile bag kurmaktadir. Kurulan baglar sonucu tiim kiimeler en kiiciik numara olan 3 referans numarasina sahip olurlar. Yapilan
tiim baglarda alttaki kenar degme dizisine ait bilgileri de aktarilir.

----- Bag Yapilacak
— Bag Yapilmig

(-

Benzetim sirasinda karsilagilabilecek baglanma tiirleri ii¢ sekildedir: (1) Higbir kiimeye ait olmayan iki diigiim noktasinin
baglanmasi (yeni bir kiime tanimlanir), (2) bir kiime ile herhangi bir kiime elemani olmayan bir diigiim noktasinin (veya tam tersi) bag
kurmasi ve (3) iki farkli kiimenin aralarinda bag kurarak tek bir kiimeye donlismesi. Bir dnceki baslikta tanitilan yon-kesme yontemi
ile rastgele se¢ilen komsu diigiim noktasinin ardindan burada sayilan ti¢ durumdan birine hazirlikli olmak gerekmekte olup, algoritma
kurulurken bu ihtimaller degerlendirilerek hazirlanmalidir. Ayrica, bag dizisinin dnceden sekillendirilemedigi, yani yon-kesme
algoritmasinin dogrudan bag kurma igin kullanildig1 durumda, bu ihtimallere bir yenisi daha eklenecektir. Onceden yapilmis bagin
tekrar kurulmak istendigi bu durum, ayn1 kiime igerisinde iki diigiim noktasinin tekrar bag yapmalari anlamina gelir. Bu olasilikta ise
bag dizisinde isaretli olan bu bagin tekrar yapilmasi engellenerek yeni bir diigiim noktast bag kurmasi i¢in se¢ilmelidir.

Yapilan her bag sonucu sistemin perkolasyona ugrayip ugramadigi kontrol edilebilir. Fakat, 6zellikle bilyiik sayida diigiim noktasi
iceren 1zgaralar iizerinde, hi¢bir kiimeye ait olmayan iki diigiim noktasinin bag kurarak sistemi perkolasyona ugratma ihtimali yoktur.
Bu nedenle boyle baglar kurulduktan sonra perkolasyon sorgusunun yapilmasina gerek yoktur. Fakat diger iki ihtimalde mutlaka
sorgulamanin yapilmasi gerekmektedir. Zira sistem mutlaka bir kiimenin yeni bir diigiim noktasina sahip olmasi veya daha yiiksek bir
ihtimalle de iki farkli kiimenin baglanmasi sonucu perkolasyona ugrayacaktir.

3.3. Kare Izgarada Adresleme

Arsimet latisleri, her yiiziin diizenli bir ¢okgen olacagi sekilde, diizlem iizerinde tanimlanabilen tepe (diigiim) noktalar1 gegisli
(vertex-transitive) grafiklerdir. Giindelik hayatta en ¢ok karsilasilan, kare, {iggen ve bal petegi latisler aslen en temel ve bilinen Arsimet
latisleridirler. Bu latisler, bir diigiim noktasina denk gelen yiizlerin boyutuna gore, yani ilgili ¢okgenin kenar sayisina gore
isimlendirilirler. Yiiz boyutlari, alfabetik sirasina gore en kiigiik olacak sekilde bir yiizle baglayarak listelenir (Parviainen, 2007). Buna
gore kare latis (4, 4, 4, 4), iicgen latis (3, 3, 3, 3, 3, 3) ve bal petegi latis ise (6, 6, 6) seklinde isimlendirilirler. Fakat olduk¢a uzun olan
bu gosterimler yerine genellikle iistel kisaltmalar kullanilmaktadir. Nihayetinde yaygin kullanimda, kare latis (4%), iiggen latis (3%) ve
bal petegi latis (6%) gosterimleri ile temsil edilmektedirler.

Arsimet latisleri lizerinde perkolasyon benzetimleri yapmak adina, bu latislerin kare 1zgara iizerinde adreslenmesi literatiirde de
yaygin bir yontemdir (Parviainen, 2007; Suding ve Ziff, 1999). Ilgili latis iizerinden bulunan diigiim noktalarmnin bir kare 1zgara iizerine
kaydirilmasiyla adresleme gergeklestirilir. Kaydirma sonucu yiiksek dereceli komguluklar arasi baglar tanimlanabilir ve/veya tanimli
baglar iptal edilebilir.

Sekil 8, bal petegi ve liggen latis i¢in kare 1zgara iizerinde yapilan adresleme islemini sergilemektedir. Kare 1zgara iizerine Sekil 8a
ve Sekil 8d’de goriildiigii gibi konumlanan latisler, ilgili diigiim noktalarinin aralarinda herhangi bir bosluk kalmayacak sekilde, sagdan
sola dogru tagmmast ile yeniden tanimlanmslardir (Sekil 8b ve Sekil 8e). Diigiim noktalariyla birlikte tasinan baglar sayesinde ilgili
latisin kare 1zgara lizerinde yapilabilir baglar1 ortaya ¢ikmistir. Bal petegi latis igin bazi baglar iptal olurken, tiggen latiste dogasi geregi
kare latise ait baglar korunup, bunlara ek olarak bazi diiglim noktalar1 arasinda ikinci dereceden baglar tanimlanmustir.

Her ne kadar bal petegi igin kare 1zgaraya ait yon dizisi kullanabilse de (Sekil 2b ve Sekil 8c), liggen latis i¢in dort elemanli yon
dizisi yetersiz kalacagindan artik sekiz elemanli bir yon dizisi kullanilmalidir. Buna gore, iiggen latis igin tanimlanacak olan bag dizinde
Sekil 8file gosterilen yonler kullanilabilir.
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Sekil 8. Bal petegi (a) ve ti¢gen (d) latislerin kare 1zgara iizerinde adreslenmesi. Kare 1zgara iizerinde (b) bal petegine ait, (e)
tiggen latise ait diigiim noktalardir. Adresleme sonrast bag yonleri ise bal petegi icin (c) ve ii¢gen latis icin (f) seklindedir.

Sekil 8b’de goriildiigii gibi, bir kare 1zgara iizerinde tanimlanmis olan bal petegi latisi i¢in yon-kesme algoritmast, sekildeki yoniine
gore, 90° actyla dondiiriilerek adreslenmis bir bal petegi latis i¢in farklilik gosterecektir. Bu nedenle tanimlanan yontemler Sekil 8’deki
adreslenmis bir latis i¢in gegerli olacaktir ve iki farkli olasiliktan hangisi segilirse se¢ilsin, alinan sonuglar se¢imden etkilenmeyecektir.
Buna gore, Sekil 8b’de gosterildigi gibi bir kare 1zgarada adreslenmis, dort elemanli yon dizisine sahip bir bal petegi latisi igin, yon-
kesme algoritmasi Sekil 9°da goriildigii gibidir. Rastgele iiretilen x ve y noktalarinin ardindan bag yapilmasi igin izinli olmayana yonleri
keserek, izinli yonlerden biriyle bag kurulmasini saglayan bu algoritma, benzetim sirasinda rastgele secilen x ve y degerine gore
sekillenmektedir.

> Kalan Yonlerden |«
,\Raste]e Bir Bag Tammla! |

Sekil 9. L xL biiyiikliigiinde kare 1zgara tizerinde adreslenmis bal petegi latise ait yon-kesme algoritmasi. Bu algoritma Sekil 8b’de
goriildiigii iizere, bir kare latis iizerinde adreslenen bal petegi latisi icin gegerlidir.

Sekil 10 ise, Sekil 8e’de gosterildigi gibi bir kare 1zgarada adreslenmis bir liggen latis igin yon-kesme algoritmasi goriilmektedir.

Burada sekiz elemana sahip bir yon dizisi temel alinmistir ve yontem, kare 1zgara iizerinde Sekil 8e’de goriildiigii gibi adreslenen bir
iicgen latis icin gecerlidir.
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Sekil 10. L <L biiyiikliigiinde kare 1zgara iizerinde adreslenmis tiggen latise ait yon-kesme algoritmasi. Bu algoritma Sekil 8e’de
goriildiigii iizere, bir kare latis tizerinde adreslenen bal petegi latisi icin gegerlidir.

[1,4,5-y£3111‘1 { 4,5-yonii
kes kes

[ 6,7-yonil ]
kes

Tanimlanan ti¢ farkl: latisin sahip olduklari toplam bag sayilar ise, dogalar1 geregi birbirinden farklidir. Toplam bag (TB) sayilar1
biiyilikten kiiciige sirasiyla tiggen, kare ve bal petegi seklindedir. Sekil 2°de goriilen kare latis ve Sekil 8’da goriilen kare 1zgarada
adreslenmis bal petegi ve kare latis i¢in, bir kenarlarindaki diigiim nokta sayis1 L olmak iizere,

TByare =2 X L X (L — 1) (8a)
TBpetekzLx(L—1)+(L;1><L>=%(L2—L) (8b)
TByggen = L X (L —1) X 2+ (L —1)2 = BL—1) x (L — 1) (8¢)

seklinde ifade edilebilir.

4. Benzetim Sonuclar: ve Tartisma
4.1. Perkolasyon Esikleri

Iki-boyutta gerceklestirilen benzetim ¢alismalarinda, {iggen, kare ve bal petegi latisler igin, her birine ait L degeri 100’den baslamak
iizere, 100’er miktarda artirilarak, en son 1000 degerine varacak sekilde farkli 1zgaralar kullanilmigtir. 100x100 ve 1000x1000 diigiim
noktasina sahip 1zgaralar arasinda toplamda 10 farkli 6l¢iide latislerden sonuglar alinmustir. Bu farkli dlgiilere sahip latisler {izerinde,
her benzetim en az 100 (kiigiik latisleri i¢in en az 1000) kez tekrarlanarak, bulunan sonuglarin ortalama degerleri hesaplanmistir. Kare
latis i¢in, perkolasyon esigini tespit eden 6rnek bir kod, ¢alismanin ekinde goriilebilir.

p degerleri, her bir latisin kendisine ait toplam bag sayilar1 goz oniinde bulundurularak (Denk. 8), kurulan bag sayilarinin, toplam
bag sayilarina orani seklinde hesaplanmustir. Yapilan benzetimlerde, bal petegi ve iicgen latis, kare 1zgara iizerinde adreslenerek
gerceklestirilmigtir. Sekil 11°de ti¢ farkli Arsimet latisi i¢in ortalama perkolasyon esikleri ve standart sapmalar1 goriilebilir.

03472 05 0.6527
1000 & I & ] o
900{ @ ] & ! o
00 4 14 1 4
0] 1 = 1 =
00 1w 1 =
w] 4 |1 e ]
3004 v 1 1
200 ] )—DE;—! ] ,_E§_| i ._0_2_4
100] s 1 1 ok

0.32 0.34 0.36 0.38 0.48 0.50 0.52 0.62 0.64 0.66 0.68
p p p

Sekil 11. Uggen, kare ve bal petegi latisler igin tespit edilen perkolasyon esikleri ve standart sapma degerleri. Farkly biiyiikliikteki
her latis icin en az 100 benzetim yapilmis olup, grafikte bulunan ortalama degerler ve bu degerlere ait standart sapma ¢izgilerine
yer verilmistir.

Acikea goriildiigii lizere, her latis tiirdi i¢in, diisiik boyutlara sahip 1zgaralar {izerinde yapilan benzetim sonuglari, nispeten yiiksek
sapma ile tespit edilse de 1zgara yap1 biiyiidiik¢e bu sapmalar giderek azalmaktadir. Benzer sekilde, 6l¢ekleme yasalarina uygun olarak,
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ortalama degerler de bilinen tam degerlere giderek yaklagsmaktadir. Tablo 1, ti¢ farkl: latis i¢in, 1000x1000 biiyiikliigtindeki 1zgaralar
iizerinde, elde edilen perkolasyon esiklerine ait degerleri icermektedir.

Tablo 1. Arsimet latisleri icin tespit edilen perkolasyon esikleri. Bu degerler 1000x1000 biiyiikliigiindeki 1zgaralar tizerinde elde

edilmistir.
. Tam Deger
pe (Benzetim Sonucu) (Stauffer ve Aharony, 1985)
Ucggen 0,3469 2sin(n/18) = 0,3473
Kare 0,4992 1/2=05
Bal Petegi 0,6510 1 — 2sin(n/18) = 0,6527

4.2. Evrensel Davramslar ve Kritik Usteller

Tamamlanan benzetimlerde latisler lizerindeki kiimelenmelere ait dinamikler de incelenmistir. Benzetim sirasinda, latisler lizerinde
olusan sonsuz kiimelerin giicleri (P) ve kiimelerin ortalama biiyiikliigi (S), kurgulanan kiime sinifina ait bag sayilarini tutan degiskenler
sayesinde takip edilebilmistir. Sekil 12’de, 1000x1000 biiytikliiglindeki 1zgaralar {izerinde P ve S degerlerinin, her yeni kurulan baga

gore (p’ye karsilik) degisimleri verilmektedir.

1
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Sekil 12. 1000 x1000 biiyiikliigiindeki 1zgaralar iizerinde, ii¢gen, kare ve bal petegi latisler i¢in, (a) olusan sonsuz kiimelerin gii¢leri
(P) ve (b) kiimelerin ortalama biiyiikliigii (S).

Tim latisler icin, benzetimler sirasinda sekillenen kiimelenmelerle ilgili her iki egilim P(p) ve S(p), perkolasyon teorisinde
ongoriildiigii gibi gergeklesmektedir. Perkolasyon aninda olusan sonsuz kiimenin giicii, latislere ait perkolasyon esiklerinden itibaren
hiz kazanarak, zamanla tiim kiimeyi kapsayacak degere ilerlemektedir. Bununla birlikte, kiimelerin ortalama bilyiikliikleri ise,
perkolasyon degerine kadar hizla artarak sonsuza dogru gitmektedir.

P(p) ve S(p) egrileri beklendigi gibi degigse de davraniglarina ait dogru kriter, kritik istellerin egriler tizerindeki degerlerinin tespit
edilmesidir. Bu egrilerden, ilgili kritik {istellerin dl¢iilebilmesi icin Denk. 2 ve Denk. 3 kullanilmalidir. iki ifade arasindaki orantisal
iligkiyi iceren bu denklemler kullanilarak kritik iistellerin elde edilebilmesi adina, her iki taraftaki ifadelerin logaritmas1 alinabilir. Bu
islem sonucu denklemler, y = mx + a sekilde bir lineer esitlige donecektir ve buradaki e§im degeri ilgili kritik istele esit olacaktir.
Asagida Denk. 2 ve Denk. 5 arasindaki ifadeler icin elde edilen esitlikler goriilebilir.

log S ~logA; + B -log(p — pc) (9a)

log P ~logA; — v - log(p. — p) (9b)
1

log Ap, ~log A3 — e logL (9¢)

log s, ~logA, + D -loglL (9d)
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Buna gore, Denk. 9a ve Denk. 9b 6zelinde, logaritmik degerler ile ¢izdirilen P(p) ve S(p) degerleri ve uydurulan fit egrileri Sekil
13’te goriilebilir. Bu egrilerde kullanilan p. degerleri, literatiirde belirtildigi gibi, sonsuz kiimenin giiciine ait birinci tiirevin tepe
noktasina karsilik gelen p,, degeri alinarak cizilmistir (Tiizel vd., 2000).

0.00 . 12
o Kare o Bal Petegi A og SIS
] ] 1 h
-0.05 4 10 1 1
8_ . -
-0.10
g @
E 2 ] ]
-0.15
4_ 4 4
0204 5] 1 ]
-0.25 0_ ~_Uggen o Kare lo Bal Petegi
28-24-20-16 -28-24-20-16 -28-24-20-16 8 6 4 2 0 -8 6 4 2 0 -8 6 -4 2 0
log(p-p.) log(p-p,) log(p-p,) log(p_-p) log(p,-p) log(p.-p)
(a)s (b)

Sekil 13. 1000x1000 biiyiikliigiindeki 1zgaralar iizerinde, liggen, kare ve bal petegi latisler icin, (a) P ve (b) S degerlerine ait log-
log grafikleri. Kritik {istellerin tespit edilebilmesi i¢in yapilan fitler de grafikler lizerinde gosterilmektedir.

Kritik iistelleri bulmak i¢in yapilan egri uydurma islemleri sonucu elde edilen S ve y degerleri Tablo 2’de verilmistir. Bulunan bu
degerler, iki-boyutta tam degerleri bilinen kritik iistel degerleri ile biiyiik bir oranda uyum igerisindedir.

Olgeklendirme ile ilgili diger iisteller icin Denk. 4 ve Denk. 5’ten faydalanilmustir. ilk iki {istelde oldugu gibi, logaritmik yaklasim
bu iistellerde de uygulanmigtir. Latislerde, korelasyon uzunlugu ile ilgili kritik iistellerin tespit edilebilmesi adina, bulunan perkolasyon
esiklerine ait sapma degerleri, latis biiyilikliiklerine kargt kullanilmistir (Denk. 9¢). Fraktal boyutun tespiti i¢inse, perkolasyon aninda
olusan sonsuz kiimelere ait eleman sayilari, latis biiyiikliiklerine karsi ¢izdirilmistir (Denk. 9d). Sekil 14’te ¢izdirilen log-log grafikleri
ve fit egrileri goriilebilir.

1.8 5.5
2.0
5.0-
22 _
&) \;324 51
ED -2.4 1 s
264 2 Uggen 4.0 ~ Uggen
o Kare o Kare
284 © Bal Petegi ) o  Bal Petegi
' Fit Cizgileri 3.5 Fit Cizgileri
20 22 24 26 28 30 20 22 24 26 28 30
log(L) log(L)
(a) (b)

Sekil 14. Ucgen, kare ve bal petegi latisler icin, farkl 1zgara boyutlarinda elde edilen (a) esik degerlerinin sapma degerleri ve (b)
sonsuz kiimelerin eleman sayilart kullanilarak ¢izdirilen log-log grafikleri.

Yapilan fit egrilerine ait egimler ile tespit edilen kritik iisteller ve fraktal biiyiikliikleri, her bir latis i¢in Tablo 2°de verilmistir. Ek
olarak, benzetimler sonucu elde edilen degerler Denk. 6 ve Denk. 7°de kullanilarak diger iisteller de hesaplanmistir. Bu sonuglar da ayn1
tablo lizerinde verilmektedir. Goriildiigii lizere, 6lgeklendirme ile ilgili bu kritik isteller de tam degerlere oldukga yakin olarak tespit

edilmistir.
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Tablo 2. Arsimet latisleri icin tespit edilen kritik iistel degerleri. Bu degerler 1000 x1000 biiyiikliigiindeki 1zgaralar tizerinde elde

edilmistir.
Ucgen Kare  Bal Petegi (st aﬁf?flel: {l)de %3.582)

S 0,1389 0,1386 0,1390 5/36 (0,1389)
y 2,3886 2,3272 2,3275 43/18 (2,3889)
v 1,3326 1,3392 1,3168 4/3 (1,3333)

D 1,8801 1,8729 1,8932 91/48 (1,8958)
o -0,6664 -0,6044 -0,6055 -2/3 (-0,6667)
c 0,3991 0,3987 0,4011 36/91 (0,3956)

5. Sonuc¢

Gergeklestirilen ¢alismada, yon-kesme olarak isimlendirilen yontem tanitilmis ve iki-boyutlu Arsimet latisleri iizerinde sinanarak,
alman sonugclar ile, yontemin perkolasyon benzetimleri iizerindeki basarisi kanitlanmistir. Latis {izerindeki diigiim noktalarina ait
potansiyel baglart bir dizi iizerinde tutan yontem, esnek yapisiyla ihtiya¢ duyuldugu kadar bag veya komsuluk tanimlanmasina izin
vermektedir. Caligilan latis yapisina uygun dogru algoritmalar yardimiyla, ilgili yonlerin kesilerek dizinin sekillendirilmesi sayesinde,
kullanim senaryolarina ait ihtimaller giderek artmaktadir. Bu baglamda, her ne kadar ¢aligmada ele alinan latis tiirii 3 ile sinirlandirilsa
da diger Arsimet latisleri de kare 1zgara lizerinde adreslenerek, perkolasyon benzetimleri igin kullanilabilir. Burada, literatiirde yapilan
caligmalarda, diger Arsimet latislerinin kare 1zgara iizerinde adreslenmesi ile ilgili 6rneklere bakilabilir (Parviainen, 2007; Suding ve
Ziff, 1999).

Nokta perkolasyonu, dzellikle perkolasyon esigi agisindan tamamen farkli sonuglar igerse de esasen ayni drgiiniin sadece farkl bir
sekilde ele alinmas1 durumudur. Kare latis i¢in 6rnegin, bag perkolasyonunda, bir diigiim noktasinda toplamda dort potansiyel bag
mevcuttur ve her bir bag kurulabilme iznine sahiptir. Fakat nokta perkolasyonunda, g6z 6niine alinan durum, ilgili noktanin isgal edilip
edilmedigi oldugu i¢in, bir diiglim noktasi sadece bir bag kurabilecektir. Boylelikle, dort farkli yonden herhangi biri kullanilarak
gerceklestirilen bag ile diger bag ihtimalleri ortadan kalkacaktir. Bu nedenle, L kenar uzunluguna sahip bir 1zgarada, nokta perkolasyonu
i¢in L’ (toplam nokta sayisi) kadar bag kurulabilirken, bag perkolasyonu igin 2L?-2L kadar bag kurulabilecektir (Denk. 8a). Goriildiigii
iizere, bu sartlar1 saglayacak sekilde kurgulanmig bir kodlama ile yon-kesme yoOntemi rahatlikla nokta perkolasyonu igin de
kullanilabilecektir.

Iki-boyutun {izerindeki benzetimler adma, ilgili 1zgaraya 6zgii olarak, yon dizisinin eleman sayis1 arttirilarak ve yon tanimlari
degistirilerek perkolasyon benzetimleri gergeklestirilebilir. Ug boyutta kare latislerle bezenmis bir kiip i¢in, Sekil 2°de verilen 1zgaraya
bir z ekseni ve bu eksen ilizerinde tanimlanan iki yeni yon sisteme dahil edilmelidir. Sonradan sisteme eklenen eksen nedeniyle yeni
gelen sinir kosullarinin (kiibiin alt1 yilizeyi) kodlamaya dahil edilmesiyle, yon-kesme yontemi, iki-boyutta oldugu gibi, lig-boyutta da
rahatlikla islevini yerine getirmeye devam edecektir.

Yon-kesme yonteminde, baglarin kurulmasi i¢in kullanilan y6n dizisinin, bag dizilerine gore sekillendirmesi, lizerinde perkolasyon
ve/veya kiimelenme benzetimleri yapilmak istenilen latis agin1 6zgiirce sekillendirme imkani da sunmaktadir. Her bir diiglim noktasina
ait bag sayist ve komsuluk derecesi, ilgili noktaya 6zel olmak iizere, bag dizisine iglenebilir ve bu yolla tanimlanmis bir dizi diigim
noktasiyla, 6zgilin ag yapisina sahip bir latis tanimlanabilir. Ardindan her bir diigiim noktasina gore kesilen yonler sayesinde, benzetim
caligmalar1 rahatlikla tamamlanabilir. Bu tiir 6zellestirilmis ag yapilari, 6zellikle miihendislik alanlarinda yon-kesme yonteminin
kullanilmasinin 6niinii agik hale getirmektedir.
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Ek. Kaynak Kod

Asagidaki kaynak kod, iki siitun sekilde olmak tizere Python 3 dilinde yazilmis olup, 1000 x 1000 6lgeginde bir kare latis igin
perkolasyon esigini tespit etmektedir. L degeri (LatisBoy) degistirilerek, istenilen biiytikliikteki 1zgara iizerinde perkolasyon esigi tespiti

yapilabilir.
import numpy as np

import time

class GlbDeg:
LatisBoy = 1000 # L degeri
LatisXY = LatisBoy * LatisBoy
toplamBag = LatisBoy * (LatisBoy - 1) * 2
kume say =1

bag say =0.

class Latis:
m = None
degme = None

bagYon = None

class Kumeler:
bag = None
ref = None

degme = None

def sifirSet():
glb.kume say =1
glb.bag_say =0.
g.m = np.zeros((glb.LatisBoy, glb.LatisBoy), dtype=int)

g.degme = np.zeros((glb.LatisBoy, glb.LatisBoy, 4),
dtype=bool)
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g.bagYon = np.zeros((glb.LatisBoy, glb.LatisBoy, 4),
dtype=bool)

kume.bag = np.zeros(glb.LatisXY, dtype=int)
kume.degme = np.zeros((glb.LatisXY, 4), dtype=bool)

kume.ref = np.arange(glb.LatisXY, dtype=int)

# Kenar degme ve bag dizisi isaretleme

for y0 in range(glb.LatisBoy):
g.degme[0][y0][0] = True
g.bagYon[0][y0][0] = True

for y0 in range(glb.LatisBoy):
g.degme[glb.LatisBoy - 1][y0][2] = True
g.bagYon[glb.LatisBoy - 1][y0][2] = True

for x0 in range(glb.LatisBoy):
g.degme[x0][0][3] = True
g.bagYon[x0][0][3] = True

for x0 in range(glb.LatisBoy):
g.degme[x0][glb.LatisBoy - 1][1] = True

g.bagYon[x0][glb.LatisBoy - 1][1] = True

def tersYon(y):
yonler = np.array([2, 3, 0, 1])

return yonler[y]

def randAdim():
x0 = np.random.randint(glb.LatisBoy)

y0 = np.random.randint(glb.LatisBoy)
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X,y =x0, y0
yon = np.array([0, 1, 2, 3]) # yon dizisi
git=-1

yon_kont =0

for i in yon: # Yonler kesiliyor
if g.bagYon[x0][y0][i]:
yon = np.delete(yon, np.amax(np.where(yon == 1)), 0)

yon_kont +=1

if yon_kont ==4: # Tum baglar yapilmis

return 0 # Kenara degme kontrolu yapilmiyor.

adim = np.random.choice(yon)

if adim == 0: # 0 yonu secildi
X, git=x - 1, adim

ifadim==1: # 1 yonu secildi
y, git=y+ 1, adim

if adim == 2: # 2 yonu secildi
X, git=x+ 1, adim

if adim == 3: # 3 yonu secildi

y, git=y - 1, adim

# Hicbir kumeye ait olmayan iki nokta

if gm[x0][y0] == 0 and g.m[x][y] == 0:
g.m[x0][y0] = glb.kume_say
g.m[x][y] = glb.kume say
g.bagYon[x0][y0][git] = True

g.bagYon[x][y][tersYon(git)] = True

# Kenar degme isaretleri kaydediliyor
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for iin range(4):
if g.degme[x][y][i] or g.degme[x0][yO][i]:

kume.degme[kume.ref[glb.kume say]][i] = True

glb.kume say +=1
glb.bag say +=1
kume.bag[kume.ref[g.m[x0][y0]]] +=1

return 0 # Kenara degme kontrolu yapilmiyor.

# Herhangi bir kumeye veya farkli kumelere ait iki nokta
if gm[x0][y0] != 0 and g.m[x][y] !=0:
# Ayni kumeye ait iki nokta
if kume.ref[g.m[x0][y0]] == kume.ref[g.m[x][y]]:
g.bagYon[x0][y0][git] = True
g.bagYon[x][y][tersYon(git)] = True
glb.bag say +=1
kume.bag[kume.ref[g.m[x0][y0]]] +=1
return kume.ref[g.m[x0][y0]]
# 1ki farkli kumeye ait noktalar, kumeler birlesecek!!!
else:
if kume.ref[g. m[x0][y0]] > kume.ref[g.m[x][y]]:
buyuk kume = kume.ref[g.m[x0][y0]]
kucuk kume = kume.ref[g.m[x][y]]
else:
buyuk kume = kume.ref[g.m[x][y]]

kucuk kume = kume.ref[g.m[x0][y0]]

# Yon isaretleri tasiniyor
for i in range(4):
if kume.degme[buyuk kume][i]:

kume.degme[kucuk kume][i] = True
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# Buyuk kume numarasi kucuk olana cevriliyor

kume.ref[kume.ref == buyuk kume] = kucuk kume

g.bagYon[x0][y0][git] = True
g.bagYon[x][y][tersYon(git)] = True

glb.bag say +=1

kume.bag[kucuk kume] +=1

kume.bag[kucuk kume] += kume.bag[buyuk kume]

return kucuk kume

# Kume ve bos nokta karsilasiyor
if g.m[x0][y0] == 0 and g.m[x][y] !=0:
g.m[x0][y0] = g.m[x][y]
g.bagYon[x0][y0][git] = True
g.bagYon[x][y][tersYon(git)] = True
for i in range(4):
if g.degme[x0][yO0][i]:
kume.degme[kume.ref[g.m[x][y]]][i] = True
glb.bag say +=1
kume.bag[kume.refg.m[x][y]]] +=1

return kume.ref[g.m[x][y]]

# Kume ve bos nokta karsilasiyor
if gm[x][y] == 0 and g.m[x0][y0] !=0:
gm[x][y] = g.m[x0][y0]

g.bagYon[x0][y0][git] = g.bagYon[x][y][ters Yon(git)] =
True

for iin range(4):
if g.degme[x][y][i]:

kume.degme[kume.ref[g.m[x0][y0]]][i] = True
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glb.bag say +=1
kume.bag[kume.ref[g.m[x0][y0]]] +=1

return kume.ref[g. m[x0][y0]]

def main():
sifirSet()
pc=0.
siz = False
while siz is False:
i =randAdim()
if i is not O:
if kume.degme[i][0] and kume.degme[i][2]:
siz=1
pc = glb.bag_say / glb.toplamBag
if kume.degme[i][1] and kume.degme[i][3]:
siz=1
pc = glb.bag_say / glb.toplamBag

print("pc =", pc)

print("--- %s saniye ---" % (time.time() - start_time))
#
Hemmmm- Benzetim Kosturma-------
if _name ==" main ":

glb = GlbDeg()

g = Latis()

kume = Kumeler()
start_time = time.time()

main()
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