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Oz

Gilinlimiizde birgok aragtirmact regresyon analizinde hata teriminin dagilisinin Gausyan (Normal) oldugunu varsaymakta ve regresyon
parametrelerinin tahminini yaparken i¢in En Kii¢iik Kareler (EKK) yontemini kullanmaktadir. Ancak uygulamada normal dagilis
varsayimi kabul edilse bile artiklar genellikle normal dagilistan farkli bir dagilis gdstermektedirler. Ozellikle veri setinde bulunan sapan
gozlemler veya sapan gozlem oldugundan siiphelenilen gozlemler, verilerin normallik varsayimimi bozmakta ve EKK yontemi ile
yapilan parametre tahminleri hatali (sapmali) olmaktadir. Arastirmacilar béyle durumlarin istesinden gelebilmek igin son yillarda
siklikla kullanilan dayanikli (robust) yontemleri kullanmaktadirlar. Bu yontemlerin arasinda en ¢ok kullanilan M- tahminciler (En
Yiiksek Olabilirlik tipi) gelmektedir. M- tahminleme yontemi, En Cok Olabilirlik (MLE) ydnteminin genellestirilmis bir versiyonudur
ve EKK yontemi de bir M- tahminci olarak bilinmektedir. M- tahminleme yontemi, eldeki veri setine uygun bir amag¢ fonksiyonunu
minimize ederek parametre tahminlerini iteratif olarak elde etmektedir. Bu ¢alismada farkli senaryolar ele alinarak EKK yontemi, Huber
M- tahminleme yontemi ve Tukey Bisquare M- tahminleme yontemi karsilastirilmistir. Ayrica bu yontemlerin amag, etki ve agirlik
fonksiyonlar1 incelenmistir. Regresyon parametreleri tahminlenirken iteratif Olarak Tekrar Agirliklandirilan En Kiigiik Kareler
(IRWLS) yéntemi kullamlmistir. IRWLS yonteminde bir baslangi¢ ¢dziimii uygun bir tahminleme yontemiyle secilir (Orn: EKK) ve
M- tahminleme yontemlerinin agirlik fonksiyonlar1 kullanilarak Agirliklit EKK yontemiyle iteratif olarak parametre tahminleri elde
edilir. Elde edilen parametre tahminleri Ortalama Karesel Hata (MSE), Sapma ve R? kriterleri agisindan karsilastirilmistir. Eger veri seti
normal ise en kullanigh yontem EKK iken veri setinde kirlenme (contaminated) veya sapan gozlem oldugunda EKK y&nteminin
etkinligini kaybettigi goriilmiistiir. Ozellikle agiklanan degisken Y yoniinde sapan gdzlem oldugunda Huber ve Tukey M- tahminleme
yontemleri EKK’ya gore daha iyi sonuclar vermektedir.

Anahtar Kelimeler: Dayanikli (Robust) Regresyon, M- Tahminciler, Sapan Gozlem, Iteratif Olarak Tekrar Agirliklandirilnis En
Kiigiik Kareler

Robust Regression: A Comparative Simulation Study

Abstract

Today, many researchers assume that the distribution of the error term is Gaussian (Normal) in regression analysis and uses the Ordinary
Least Squares (OLS) method to estimate the regression parameters. However, in practice, even if the distribution of errors is assumed
to be normal, residuals are not generally normally distributed. Especially, if the data contains outliers or there are observations which
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suspected to be outlier, the assumption of normality is violated and parameter estimates which made using the OLS, are biased.
Researchers use robust methods to overcome when such problems occur. Among these methods, M-estimators (Maximum Likelihood
Type) are the most used. The M- estimation method is a generalized version of the Maximum Likelihood (MLE) estimation method,
and the OLS method is also known as an M-estimator. In the M-estimation method, it minimizes a objective function suitable for the
data set and obtains parameter estimates iteratively. In this study, the OLS method, Huber M- estimation method and Tukey Bisquare
M- estimation method were compared using different scenarios. In addition, the Objective, Influence and Weight functions of these
methods were examined. Iteratively Re-Weighted Least Squares (IRWLS) method is used for parameter estimation. When using IRWLS
method, an initial solution is selected by an appropriate estimation method (eg. OLS) and iterative solution is obtained by using the
Weighted OLS method with the weight functions of the M-estimation methods. By comparing the obtained parameter estimates, Bias,
Mean Squared Error (MSE) and R? criterias are used. If the data set is normal, the most useful method is OLS, whereas the OLS method
has lost its efficiency when there is contaminated distribution or outliers in the data set. Huber and Tukey M- estimation methods give
better results than OLS, especially when there is outlier in the Y direction.

Keywords: Robust Regression, M- Estimators, Outliers, Iteratively Re-Weighted Least Squares

1. Giris
Birgok regresyon caligmasinda arastirmacilar genellikle ellerindeki veri setinin Gausyan (normal) dagilisa sahip oldugunu varsayarak
parametre tahmini yapmaktadirlar. Ancak gozlemlerde gézlemlerin ortalamasindan ¢ok uzakta (sapan) degerler oldugunda veri setinin
dagilis1 normal dagilistan farklilasir. Ornegin Aksarayl ve Pala (2018) ¢alismalarinda buna deginmistir. Bdyle durumlarda geleneksel
yontemlerle analiz yapmak tahmin sonuglarini hatali olarak verecektir (Hampel vd, 1986).
Veri setinde bulunan anormal durumlar genellikle;

e Olgiim

e Kayitve

e Verileri bir yerden bagka bir yere aktarirken ortaya ¢ikan hatalardan kaynaklanmaktadir.

Ancak bazi durumlarda veri setine ait dogal bir gézlem veya gozlemler bile sapan (outlier) gézlem olarak algilanabilir. Arastirmact bu
gozlemlerin analizini dogru yapmazsa, bu gozlemleri veri setinden dislayabilir. Gézlemlerin 6zel durumlar haricinde diglanmasi veya
analizden tamamen ¢ikarilmas1 parametre tahminleri ve modelin yorumlanmasi agisindan hatali sonuglar ortaya gikaracaktir. Ozellikle
regresyon analizinde sapan gbzlem veya sapan goézlemlerin bulunmasi durumunda analiz yapilirken EKK yontemini kullanmak
sonuglarin sapmali ¢ikmasina neden olacaktir. Sapan gézlemlerin varligi durumunda arastirmacilar bu gézlemlerden daha az etkilenen
dayanikli (robust) tahminleme yontemlerine bagvurmuslardir. En sik kullanilan robust tahminleme yontemi Huber (1964) tarafindan
gelistirilen M- Tahminleme (M- Estimators) yontemidir. M- Tahminleme yontemi En Cok Olabilirlik (MLE) yonteminin
genellestirillmis ve sapan gozlemlere dayanikli versiyonudur (Stuart, 2011; Rousseeuw and Leroy, 1987; Andersen 2008).

Hata teriminin Olasilik Yogunluk Fonksiyonu (OYF) f (6‘i) olarak alimrsa f§ parametre vektoriiniin En Cok Olabilirlik (MLE)

fonksiyonu;

[TfE)=T]f—n (1)

yazilabilir. Eger hatalarin dagilist normal ise;

>t =2 (X B) @)

fonksiyonu minimize edilir. Ancak hatalarin dagilist normal dagilistan farkli oldugunda minimize edilecek fonksiyon uygun bir amag
fonksiyonuyla degistirilerek parametre tahminleri yapilir. Esitlik 2’de verilen amag fonksiyonu ayni zamanda EKK yontemi olarak
bilinmektedir.

Calismada 2. boliim genel olarak sikg¢a kullanilan M- Tahmincileri tanitilacak ve son boliimde EKK, Huber ve Tukey M- Tahmincileri
farkli simiilasyonlar kullanilarak kargilagtirma yapilacaktir.

2. M- Tahminciler

EKK yontemi, hata teriminin dagilisinin normal oldugu varsayimiyla olabilirlik fonksiyonunun (Hata Kareler Toplaminin) minimize
edilmesiyle elde edilir. M- Tahminciler aym fikirle hatalarin dagilisinin normal olmadig1 durumlarda (¢arpik, kirlenmis, basik, uzun
kuyruklu vb.) farkli bir fonksiyon kullanarak MLE tahmini yapmaktadirlar. M- Tahminciler;

S p(e)= 3 (-4 5) g
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olarak gosterilerbilir. Burada p (gi ) amag fonksiyonu (minimize edilecek fonksiyon) olarak adlandirilir ve siirekli ve tiirevlenebilir bir

fonksiyondur. Minimize edilecek fonksiyon;

minzp(ri)=minzp£%j @)

ile gosterilir. Burada S standart sapmanin tahminidir ve genellikle medyana dayali bir tahmindir. En ¢ok kullanilan standart sapma
tahmini;

_MAD _ medyan|s, —medyan (s, y
S="0.6745= 0.6745 ®)

yazilir (Draper and Smith 2014: 572). Standart sapma tahmininin paydasinda bulunan 0.6745 katsayis1 ise veriler normal dagilisa sahip
oldugunda o ile MAD’1n esit olmasini saglamaktadir (Hogg, 1979). Esitlik 4 parametrelerine gore tiirevlenirse;

ZXW(W}O ©

elde edilir. Burada (I’I ) = ﬁp(l’) / Or “dir ve Etki (Influence) Fonksiyonu olarak bilinir. Beaton ve Tukey (1974)’ e gore agirlik

fonksiyonu;

w(r)=—-~= (7)

dir. Genellikle dayanikli (robust) regresyon analizinde Huber ve Tukey M- tahminciler yaygin olarak kullanilmaktadir. Hesaplama
kolaylig1 ve matematiksel olarak nispeten daha anlasilir olmasi bu iki tahminleme yontemini diger yontemlere gére popiiler hale
getirmistir.

2.1. Huber M- Tahminciler

Huber (1964) tarafindan gelistirlen M- Tahminleme ydntemi i¢in amag fonksiyonu;

%rz Jrl<k
p(r)= (8)

Md—%szdzk

olarak bilinmektedir. Bu fonksiyonda bulunan K sabiti doniim noktasi (tuning constant) olarak adlandirilir ve degeri 1.345 olarak

kullanilir. Burada K *nin amac1 eger veriler gergekten normal dagilisa sahipse kullanilan fonksiyonun etkinliginin (efficiency) yaklasik
%095 olmasin1 saglamaktir. Huber M- Tahmincilerin en 6nemli 6zelligi, fonksiyon (—k, k) araliginda normal gibi davranirken diger

yerlerde Laplace (Double Exponential) dagilist gibi davranmaktadir.
Huber M- tahminci igin Etki fonksiyonu ve Agirlik fonksiyonu;

r ri<k
w(r)={ " ©)

ksign(r) ,|r|>k

1 Jrl<k
W(r): ﬁ ,|r|2k (10)
r

ile gosterilir. Amag, Etki ve Agirlik fonksiyonlarina ait grafik Sekil 1’de verilmistir
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Sekil 1. Huber Amag, Etki ve Agirlik Fonksiyonu

P

2.2. Tukey Biquare (Biweight) M- Tahminciler
Beaton ve Tukey (1974) tarafindan gelistirilen Biaquare (Biweight) amag fonksiyonu;

3

k? rY
Kh[f Il <k
6 k
P ( r ) = 11
k 2
- Jr|=k
6
yazilabilir. Huber M- tahmincide oldugu gibi K déniim noktas1 olarak bilinir ve degeri 4.685 olarak belirlenmistir. Tukey Bisquare Etki
ve Agirlik fonksiyonu;
)2
r
ri1- (—J Jrl<k
w(r)= k (12)
Jr|=k

2
r
w(r)= L(d Il <k (13)
0 Jrl=k

ile gosterilir. Tukey Bisquare M- tahminci, dagilisin kuyruklarinda bulunan gézlemlere 0 agirligini vermesi ve boylece bu gozlemleri
analiz yapilirken etkisiz hale getirmesidir. Amag, Etki ve Agirlik fonksiyonlarina ait grafik Sekil 2’°de verilmistir.

Sekil 2. Tukey Bisquare Amag, Etki ve Agirltk Fonksiyonu

%)

N}
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3. Simiilasyon Calismasi

Simiilasyon ¢aligsmasinda hatalar farkli 6zelliklere sahip dagilislar kullanilarak tiiretilmis ve tahminleme ydntemlerinin performanslari

degerlendirilmistir. Karsilastirma kriterleri olarak Sapma, Ortalama Karesel Hata (OKH) ve aciklama yiizdesi R® kullanilmigtir. Her

bir simiilasyon 6rnek hacimleri 30 ve 100 olacak sekilde 1000 tekrar iizerinden gerceklestirilmistir.

Uygulamada aciklayict degisken X degerleri (-5,5) arahiginda Uniform dagihistan tiiretilmistir. Gercek regresyon parametreleri

ﬁo = ﬂl =1 olarak belirlenmis ve bdylece regresyon modeli;

Y=1+X+¢

Simiilasyon ¢aligmasinda kullanilan senaryolar;

Senaryo 1: Hatalarin dagilis1 standart normal dagilis iken & [1 N (0,1)

Senaryo 2: Hatalarin dagilis1 5 serbestlik dereceli Student ¢ dagilist iken & [] t(5)

(14)

Senaryo 3: Hatalarin dagilisinin %80’i standart normal ve %20’si ortalamast 0 varyansit 10 olan normal dagilis iken

£ 0.8N(0,1) +0.2N(0,10)

Senaryo 4: Hatalarin dagilisinin %60°1 standart normal ve %40°’1 ortalamast 0 varyansi 10 olan normal dagilis iken

£ 0.6N(0,1) +0.4N(0,10)

Senaryo 5: Y yoniinde bir adet sapan gozlem (standart normal dagilisa sahip gézlemlere 10 degeri eklenmistir.)

Senaryo 6: Y yoniinde %20 oraninda sapan gozlem (standart normal dagilisa sahip gdzlemlere %20 oraninda 10 degeri

eklenmistir.)

M- Tahmincilerle yapilan parametre tahminleri igin Iteratif Olarak Tekrar Agirhiklandirilan En Kiigiik Kareler (IRWLS) ydntemi
kullanilmistir. Bu yontemin algoritmasi;

1. Oncelikle EKK ile regresyon parametrelerinin tahminleri elde edilir.
b=(X'X)" XY
2. Elde edilen parametre tahminleri kullanilarak artiklar elde edilir.
e=Y-Xb
3. Artiklar kullanilarak standart sapmanin tahmini S (MAD) hesaplanir.
MAD medyan|e, —medyan(e, )
S = =
0.6745 0.6745
4. Elde edilen artiklar ve standart sapma kullanilarak standardize artiklar elde edilir.
—€
r=9%
5. Huber veya Tukey agirlik fonksiyonlar1 kullanilarak her bir artik i¢in agirliklar hesaplanir.
6. Agriliklar kullanilarak parametre tahminleri Agirliklt EKK ile yapilir.
b=(X"WX)" X'WY
7. Yakinsama gerceklesene kadar 2-7 arasi tekrar edilir. Yakinsama Kriteri;
LI
— <10
[P
Sapma ve OKH kriterlerini hesaplamak i¢in;
1 1000 T
OKH=——Y"(b-5) (b-2
1000 =) ( ) ( )
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3b
Sapma = |-=L— —
P 1000 P

esitlikleri kullanilmigtir.

Tablo 1. Senaryo 1 igin sonuglar

MoomNomemi© P w0 Swmab Swman QR
EKK 0,910 1,054 0,085 0,045 0,015 0,892
n=30 Huber 0,852 1,065 0,150 0,063 0,026 0,908
Tukey 0,849 1,061 0,148 0,060 0,026 0,908
EKK 0,915 1,108 0,080 0,035 0,015 0,903
n=100 Huber 0,878 1,083 0,120 0,085 0,022 0.924
Tukey 0,869 1,080 0,128 0,082 0,023 0,927

Hatalarin standart normal dagilis gosterdigi durumda EKK yontemi daha diigiik Sapma ve MSE degerine sahipken daha diigiik R®
degerine sahiptir. Ancak bu deger diger tahminleme ydntemleriyle karsilastirildiginda dnemsiz kalmaktadir. Ornek hacmi biiyiidiigiinde
sapma ve MSE daha azalmis buna karsilik agiklama oran1 artmistir.

Tablo 2. Senaryo 2 igin sonuglar

(")rnelf Tah.l'ninlel.ne bo by Sapma Sapma OKH R?
Hacmi Yontemi bo b1 (MSE)
EKK 0,502 0,962 0,498 0,038 0,522 0,780
n=30 Huber 0,549 0,978 0,453 0,023 0,206 0,835
Tukey 0,572 0,994 0,431 0,009 0,186 0.841
EKK 0,870 1,047 0,130 0,047 0,453 0,856
n=100 Huber 0,839 1,039 0,159 0,040 0,027 0,889
Tukey 0,829 1,045 0,169 0,045 0,031 0,901

Hatalar daha uzun kuyruklu olan t(5) dagilis1 gosterdiginde EKK yonteminin etkinligi azalmakta ve dayanikli yontemlerin etkinlikleri

artmaktadir. Ornek hacmi 30 oldugunda Tukey daha iyi sonuglar verirken 6rnek hacmi 100 oldugunda Huber tahminleme yéntemi daha
diisiik sapma ve MSE degerleri vermistir. A¢iklama yiizdelerine bakildiginda aralarinda ¢ok az bir fark oldugu goriilmektedir.
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Tablo 3. Senaryo 3 igin sonug¢lar

Ornek Tahminleme Sapma Sapma OKH

Hacmi Yontemi bo b1 bo by (MSE) R’
EKK 0,702 0663 0301 0428 0865 0,163
n=30 Huber 0866 0983 0,149 0,029 0,025 0,745
Tukey 0,931 1,026 0098 0014 0014 0935
EKK 1,587 1116 0210 0,100 0651 0361
n=100 Huber 0997 1,082 0008 008 0007 0,76
Tukey 0900 1,058 0085 0060 0012 0943

Artiklarin %80°1 standart normal dagilis gosterip %20°si ortalamasi 0 varyanst 10 olan normal dagilistan geldiginde (contaminated
normal) kii¢lik 6rnek hacminde Tukey daha iyi performans gosterirken, biiyiik 6rnek hacminde Huber ve Tukey benzer davranmislardir.
Her iki 6rnek hacmi i¢in Tukey daha yiiksek agiklama yiizdesine sahiptir. Bunun muhtemel nedeni ise Tukey artiklarin degeri 4.695
degerinin agtiginda agirliklara 0 degerine vermektedir. EKK ise dagilis bozulmus (contaminated) oldugunda daha biiyiik sapma ve MSE
degerleri vermektedir.

Tablo 4. Senaryo 4 igin sonuglar

Ornek Tahminleme OKH

Hacmi Yéntemi bo b1 Sapma bo  Sapma by (MSE) R?
EKK 0,332 1,481 0,803 0,324 0,765 0,369

n=30 Huber 0,330 1,176 0,711 0,190 0,549 0,495
Tukey 0,698 0,994 0,545 0,037 0.416 0.803
EKK 0,825 1,134 0,175 0,134 0,935 0,225

n=100 Huber 0,991 1,091 0,013 0,092 0,009 0,568
Tukey 1,018 1,066 0,012 0.068 0,005 0.896

Artiklarin dagilisi artik ayirt edilemez hale geldiginde (%60°1 standart normal dagilirken %40°1 ortalamas1 0 varyansi 10 olan normal
dagilistan gelmektedir) EKK her iki durumda da diisiik agiklama yilizdesine sahiptir. Dagilis bilylik oranda bozulmaya ugradigi i¢in
veriler artik daha kararli hale gelmektedir. Tukey her iki durumda da daha iyi sonuglar géstermektedir.

Tablo 5. Senaryo 5 igin sonuglar

Ornek Tahminleme OKH

Hacmi Yéntemi bo b1 Sapma by Sapma b (MSE) R?
EKK 1,855 1,420 0,996 0,422 0,853 0,492
n=30 Huber 0,962 1,011 0,018 0,019 0,003 0,858
Tukey 0,879 0,988 0,101 0,008 0,012 0,945
EKK 1,298 1,200 0,341 0,213 0,547 0,662
n=100 Huber 1,053 1,054 0,058 0,056 0,007 0,914
Tukey 1,033 1,048 0,039 0.051 0.004 0,940
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5. senaryoda hatalar normal dagilistan tiiretilmisken iiretilen sayilardan sadece biri degistirilerek 1 adet diger verilerden ¢ok yiliksek
(gross error, 30) bir veri eklenmistir. Bu durumda tahminleme yontemlerinden EKK biiyiik sapma ve MSE degerleri iiretmistir. Kiigiik
ornek hacminde MSE agisindan Huber daha iyiyken, a¢iklama yiizdesi agisindan Tukey daha iyidir. Biiyiik 6rnek hacminde ise sapma,
MSE ve aciklama yiizdesi a¢isindan Tukey daha iyi sonuglar gostermektedir.

Tablo 6. Senaryo 6 igin sonuglar

Ornek Tahminleme Sapma Sapma OKH

Hacmi Yontemi bo b1 bo b1 (MSE) R
EKK 2,646 1,020 1,659 0,655 0,951 0,430
n=30 Huber 1,549 1,093 0,585 0,100 0,357 0,736
Tukey 1,198 1,079 0.240 0.091 0,075 0.901
EKK 2,653 0,997 1,285 0,923 0,866 0,383
n=100 Huber 1,494 1,126 0,531 0,128 0,304 0,736
Tukey 1,161 1,122 0,193 0,129 0,059 0,913

6. senaryoda hatalar normal dagilistan tiiretilmis ancak iiretilen sayilarin %20’si (6rnek hacmi 30 i¢in 6 ve 100 i¢in 20 adet) diger
verilerden yiiksek ve sabit 10 degeri ile degistirilmistir. EKK yontemi kotii sonuglar verirken her iki 6rnek biiyiikligiinde Tukey M- en
iyi sonuglar1 vermistir.

4. Sonuc¢

Caligmada farkli tahminleme yontemleri karsilastirilmistir. Karsilastirilan tahminleme yontemleri igin;
- Artiklarin dagilis1 tahminleme yontemi secerken ¢ok dnemlidir.
- Eger artiklar normal dagilis gosteriyorsa en kolay ve en hizli yapilan EKK ydntemi tercih edilmelidir.
- Eger artiklarin asil dagilisinin normal oldugu biliniyor ve verilerde sapan gézlem(ler) varsa Huber veya Tukey tarafindan
gelistirilen M- tahminleme yontemlerine basvurulabilir.
- Bu yontemler islem siiresi bakimindan EKK’dan daha fazla siirmektedir.
Eger artiklar normal dagilmiyorsa, bu yontemler genellikle diisiik etkinlige sahiptir.
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