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Oz

Lojistik inceleme uygulamali istatistigin 6nemli materyallerinden birisidir. Veri yapisina bagli olarak ayrimsama performansi énemli
Olciide etkilenebilir. Ayrimsama performansinin istenen diizeyde olmasi kullanilan baglanti fonksiyonunun esnekligine dogrudan
baglidir. Lojistik modeller de genellikle baglanti fonksiyonu olarak biiyiime egrileri kullanilmaktadir. Kullanilan biiyiime egrisi veriye
adapte edilebilirse modelin ayrimsama performansi énemli 6l¢iide artabilir. Bazi durumlarda lojistik modellerde parametre tahminleri
en ¢ok olabilirlik yontemiyle yapilamamaktadir. Bu durum arastirmacilar i¢in dnemli bir giigliik olusturmaktadir. Yapilan ¢alismada
lojistik ayrimsamanin performansini artirabilmek i¢in baglanti fonksiyonu olarak Richard egrisi kullanilmigtir. Buna bagli olarak lojistik
ayrimsamanin nasil yapilacagi incelenmistir. Bilylime egrileri genel olarak birinci mertebeden diferansiyel denklemin ¢6ziimii olarak
elde edilir. Dolayistyla egrinin parametreleri integral sabitleridir. Integral sabitinin dogrusal olasilik modeline bagli olarak modele
yerlestirilmesi teorik olarak 6nemli bir bulgudur. Bunun yani sira diferansiyel denklemi olusturan fonksiyonlarin segiminde bulunulmasi
da miimkiindiir. {1k olarak calismada lojistik ayrimsamada kullanilan Richard baglant1 fonksiyonunda bu sekilde bulunan parametrenin
hesaplanmasi amaglanmigtir. Egrinin biikiim parametresi hatali siniflanmis gézlemler incelenerek bagimsiz degisken degerleri ile
iligkilendirilerek, lojistik ayrimsama dinamik bir yapiya kavusturulmustur. Lojistik inceleme icin tasarlanan bu yapilar anksiyete
bozuklugu olgularina ait 20, 40 ve 60 birimlik veri setlerinde degerlendirilerek yontemin uygulanabilirligi ve ayrimsama performansi
gdsterilmistir. Iki grup lojistik modelde, yani bagimli degiskenin iki deger aldig1 lojistik modelde dogru siniflama oranlar1 20, 40 ve 60
birimlik olgular i¢in sirastyla, %72,5, %66,3 ve %67,5 olarak bulunmustur. Buna karsilik Richard baglant1 fonksiyonu kullanildiginda,
hatal1 siniflanan gozlemler i¢in egrinin biikiim parametresinin uygun secilebilmesiyle bu oranlar sirasiyla, %82,5, 78,75 ve % 80’ e
kadar artirilabilmistir. Yapilan uygulamadan da goriildiigii kadariyla baglanti fonksiyonun biikiim noktasinin kontrol edilebilmesi lojistik
incelemeyi dinamik bir yapiya sahip kilmaktadir. Buna ilaveten biikiim parametresinin degistirilebilmesi dogrusal olasilik modeline
dokunulmaksizin yapilabilmekte ve bu sayede hatali bulunan gézlemler igerisinde dogru siiflama yapilabilmektedir. Bu baglamda
biikiim parametresinin bagimsiz degisken degerlerine bagli olarak hesaplanmasi bagimli degiskenin olasilik degerlerini etkileyecek
artimlarda baglant1 fonksiyonunun bu degisimi dogru bir sekilde yansitmasini saglar. Dolayisiyla bu durumlarin timii dikkate
alindiginda lojistik ayrimsama modeli dinamik bir yapiya sahip olmus olur.

Anahtar Kelimeler: Lojistik Model, Richard Modeli, Ayrimsama Sorunu.

Assessment of Discrimination Performance in Logistics

Abstract

Logistics analysis is one of the important materials of applied statistics. Discrimination performance can be significantly affected
depending on the data structure. The desired level of discrimination performance is directly dependent on the flexibility of the link
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function used. In logistics models, growth curves are generally used as link functions. If the growth curve used can be adapted to the
data, the discrimination performance of the model can be significantly improved. In some cases, parameter estimation in logistics models
cannot be obtained by likelihood method. This issue a significant problem for researchers. In this study, we investigated how to do
logistic discrimination by using Richard link functions. A parameter of logistic curve obtained from the solution of differential equation
is an integral constant. The finding of the integral constant is possible that by means of linear probability model or the selection of
functions that consist of the differential equation. Richard link function used logistic discrimination have intended to use for the
calculation of the parameter. The incorrectly classified observations are examined by twist parameter of the curve. So, this twist
parameter associated with the independent variable values and logistic discrimination adapt to a dynamic structure. This adaptation of
applicability in method have emphasized a data set which contain people that have anxiety disorders 60 unit individuals with have not
disorders 60 unit individuals. It is found to be correct classification rate of 67.5% when the dependent variable has binary logistic model.
While using Richard link function, it is found correct classified rate up to %100 by means of the suitable twist parameter of the curve.
As shown in the analysis, Richard link function has dynamic structure. The exchangeable of the inflection parameters can be made
protecting Linear probability model, and thus in incorrectly of the observations can be correct classification of observations. The
calculation of twist parameter as the independent variable values will affect the value of the probability, but as using the link function
will be tolerate this change. Thus, the logistic discrimination model have converged a dynamic structure.

Keywords: Logistic model, Richard model, a problem of discrimination.

1. Giris

Lojistik regresyon modellerinin kullanilmas1 1845°li yillara kadar dayanmaktadir. Bu alandaki ilk ¢aligmalar y = y(x) egrisinin
diferansiyelinin ¢ reel sabit olmak tizere agsagidaki sekilde diizenlenmesiyle baglamustir,

dy(x) _
= o)

Burada amag fonksiyonun artim hizimin yine fonksiyonun o noktadaki degerine baglayabilmektir. Ornek olarak bir blgedeki niifus
artis hiz1 dogal olarak bdlgenin mevcut niifusuna bagl olacaktir. Ancak fonksiyonun artimi belli bir noktada doyuma ulasabilmeli ve
belli bir andan sonra sabitlesebilmelidir.

Daha sonralar1 bu diferansiyel denklemin ¢oziimiinii olusturan egrilerin sinirlt olabilmesi i¢in reel bir o {ist sinir1 denkleme
eklenerek asagidaki sekilde diizenlenmistir,

dy(x)
i - cy()[a — y(x)]

Elde edilen bu son denklemin ¢dziimiinden a = 1 i¢in asagidaki lojistik fonksiyon elde edilir [1, 2],

exp(cy + cx)
y(x) =
1+ exp(c; + czx)
Burada ¢, ve c, reel sabitlerdir. Yukaridaki esitligin tersi diisiiniildiigiinde dogrusal olasilik modeli asagidaki sekle doniisiir,
y
1-y
= A(x)
Dogrusal olasilik modelinin ikinci tiirevinin sifira esit oldugu noktanin bulunmasi 6nemlidir. Bu nokta dogrusal olasilik modelinin

biikiim noktast olup lojistik ayrimsamanin yapilabilmesi i¢in gereklidir. Birgok dogrusal olasilik modelinde biikiim noktas1 y = o/2
olarak elde edilmektedir.

In =+ Cyx

Diferansiyel denklem formunda verilen lojistik modeller genel olarak asagidaki sekilde genellestirilebilir [3],

d
78— g0h - )]

Burada h ve g fonksiyonlar1 h(0) = g(0) = 0 sartim saglayacak sekilde artan fonksiyonlardir. Ayrica x — o0 ve x - —0 igin
y'(x) - 0 bzelligi saglanmaktadir. Ozel olarak g(y) = cy ve h(y) = y olarak segilirse denklemin ¢dziimiinden dogrusal olasilik
modeli elde edilebilecektir. Yine bu fonksiyonlarin 6zel se¢imleriyle Gompertz, Von Bertalanffy ve Richard lojistik modelleri gibi 6zel
modeller elde edilebilmektedir. Richard egrileri lojistik modeller icerisinde 6zel bir yere sahip olup bu modelde parametre sayisi fazla
oldugundan lojistik ayrimsamada daha iyi ayrimsama yapabilmektedir. Richard egrisi genel diferansiyel denklem yapisinda

h(y) = y™*

A'(x)y
(m—1)am-1

9 =
fonksiyonlarinin 6zel segimleriyle asagidaki diferansiyel denklemin
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dy Ay

dx (m—1)am-1t {am™t —ym

coziimiinden asagidaki sekilde elde edilir,

1
y(x) = a{l+ (m—Dexp(-A(x)}i-m
Bu modelde m = 2 alindiginda standart lojistik model rahatlikla elde edilebilir. Richard egrisinin ikinci tiirevi asagidaki formdadir,

d? Al(x
Y _ ) (@™ — my

_ 7 — m—l} dy
dx? (m—1)amt

dx

Bu esitlik kullanilarak y”’ (x) = 0 igin y, = am®(~™ degeri dikkate alinacak olursa
1 A'(x)

Yo = A'(x) f—r

noktast bulunmus olur. Bu nokta Richard egrisinin biikiim noktasidir.

2. Materyal ve Metot

2.1. Richard Modellerinde Parametrelerin Tahmini

Lineer olmayan modellerde model parametrelerinin tahmini i¢in siklikla kullanilan yontem en kii¢iik kareler ¢oziimiine lineer
yaklagimdir. Bu yaklagimi Richard modeli i¢in kullanacak olursak Richard egrisini sadece lineer olacak sekilde Taylor serisine agmamiz
yeterli olacaktir. Bu durumda Richard egrisini yaklagik olarak temsil eden birinci dereceli Taylor polinomu asagidaki sekilde elde edilir
[3,6],

y(x) = y(Ao(x,0)) +y'(Ao(x,0))(6 — 6,)
Bu yaklasim en kiigiik kareler ¢6ziimiinde kullanilacak olursa hata kareler toplami asagidaki sekilde olur,

HKT = Z;{yj — (462, 0)) + ¥ (A6 (x, 8)) (6 — 65)1)

Hata kareler toplaminin parametrelere gore tiirevlerinden elde edilen denklem sistemi ¢oziilerek modelin katsayilari bulunabilir.
Yontem ardisik olarak tekrarlanarak her defasinda ¢6ziime daha yakin degerler elde edilecektir.

A(x,0) = a + bx seklinde alinsin. Bu durumda denklem sistemi asagidaki sekilde olacaktir [4, 5, 7],

n d d d ( ,b)
Do = an b + G @ a) + G (0= bl P = 0
n d d d ( ,b)
D = Dby + 7 @ =) + G (0= bl T =0

Richard egrilerinde model katsayilarini barindiran dogrusal yap1 A(x) kismidir. Bunun yani sira modelde dogrusal yapinin diginda
birde m # 1 katsayisi bulunmaktadir. Egri bu parametreye gore listel olarak diizenlendiginden bu parametre lineer yaklasim yardimiyla
tahmin edilememektedir. Bu parametrenin se¢imi modelin kullanimini zorlagtirmakla birlikte modelin daha iyi tahmin yapabilme
giiclinii de artirmaktadir. Hatali siniflanan bazi gézlem degerlerini dogru siniflayabilen bir m degeri bulmak miimkiindiir. Bu bakimdan
smiflama giicliigii bulunan sinir noktalar1 goz oniine alindiginda bazi noktalar i¢in m degeri bulunabilir. m degerinin belli bir aralikta
stirekli olarak deformasyonu analize bu kolaylig1 saglayabilecektir. Bir T parametresini,

_ 1
T_1+e‘m

olarak alacak olursak m € (—o0, ) i¢in T € (0,1) araliginda degisir. Bu ise bize hatali siniflanan bazi gézlemler i¢in m degerinin
dogru simiflama yapabilecek sekilde degistirilebilecegini garanti etmektedir.

2.2. Veri Yapisi

Calismanin verileri, Eyliil 2010 ile Kasim 2012 tarihleri arasinda, Uludag Universitesi Tip Fakiiltesi Psikiyatri Béliimiinden
toplanmistir. Calismaya katilmis olan 120 olgunun, 60’1 kontrol ve 60’1 ise anksiyete bozuklugu olan hasta grubunu olusturmaktadir.
Calismada bagimli degisken (y), hastalik olup olmamasi iken, bagimsiz degiskenler ise yas (x1), cinsiyet (x2), medeni durum (x3),
meslek (x4), egitim durumu (x5), kronik hastalik (x6), ailede psikiyatrik bozukluk (x7), ailede kronik hastalik (x8), STAI-I (x9) ve
STAI-II (x10) 6lcekleridir.

3. Arastirma Sonugclari ve Tartisma

Richard egrilerinde mevcut olan parametreler klasik baglanti fonksiyonlarina gore daha fazla oldugundan iki grup ayrimsama
yapilan lojistik verilerde daha optimal sonuglar vermektedir. Bundan dolayi yapilacak olan analizde lojistik baglant1 fonksiyonu olarak
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Richard egrisinin kullanilmasi lojistik ayrimsama yiizdesini daha yiiksek hale getirecektir. Veri lojistik baglanti fonksiyonu yardimiyla
ayrimsamaya tabi tutulduktan sonra dogrusal olasilik modelleri agagidaki sekilde elde edilmistir,

Ago(x) = 2,0335 — 0,0189x; + 0,4792x, — 0,0343x; — 0,9792x, — 0,9645x5 + 1,1460x, + 0,2098x, — 0,0095x5 — 0,2480x,
+0,2447x,,

Ayo(x) = 0,7663 — 0,0024x, + 0,1888x, — 0,0503x; — 0,5845x, — 0,0107x5 + 0,1240x, + 0,0225x, — 0,7878x,
—0,0002x, + 0,02572,,

Ago(x) = —1,6260 — 0,0124x, + 0,7535x, — 0,0107x5 — 0,8051x, — 0,1976xs + 0,0312x, + 0,8865x, — 0,7417xg
+0,0535x, + 0,0295x,,

Bu durumda lojistik model asagidaki sekilde tahmin edilmistir,

$20 = {1 + 0,2383exp(—Azo(x))} 1963
Pao = {1 + 0,6426exp(—Ay(x))} 15561
Voo = {1 +0,2424exp(—Ago(x))} 41249

Tahmin modeli yardimiyla elde edilen dogrusal olasilik modelinin degerleri ve y degerlerinin tahmini olasiliklar1 asagidaki tabloda
oldugu gibi hesaplanmaktadir,

Tablo 1. 60 birimlik veri icin hatali siniflanan gozlemlerin tahmin degerleri

Sira No: Gozlem No: A(x) Y(x) y m Ym
1 1 1,4492 0,7969 0 -1,2901 0,0508
2 2 2,4982 0,9222 0 -2,3698 0,0728
3 4 3,6440 0,9744 0 -6,2645 0,1904
4 10 0,8056 0,6558 0 0,1426 0,1248
5 13 1,4492 0,7969 0 -1,6163 0,1929
6 16 2,4982 0,9222 0 -2,3948 0,1410
7 25 2,0780 0,8846 0 -3,8431 0,1707
8 29 1,8835 0,8621 0 -1,1769 0,0617
9 32 3,6440 0,9744 0 -6,2645 0,1544
10 35 2,0780 0,8846 0 -3,8409 0,1208
11 50 0,8316 0,6625 0 -0,6679 0,0878
12 57 1,8835 0,8621 0 -0,6879 0,1968
13 63 -0,6827 0,1995 1 76,3826 0,9363
14 65 -0,1438 0,3627 1 94,2889 0,9437
15 1 -1,0627 0,1126 1 47,5533 0,9057
16 8 -0,1425 0,3635 1 54,3558 0,9161
17 84 -0,7899 0,1726 1 94,8564 0,9474
18 87 -0,3482 0,2972 1 82,7804 0,9465
19 89 0,3132 0,4920 1 98,8593 0,9545
20 o1 -0,3753 0,2890 1 88,2001 0,9449
21 96 -0,0519 0,3932 1 64,1917 0,9283
22 100 -0,4119 0,2777 1 81,4546 0,9398
23 108 -0,4119 0,2777 1 95,3915 0,9469
24 111 -0,4308 0,2712 1 96,5696 0,9530
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Hazirlanan tabloya dikkat edildiginde 24 adet gbzlem analiz sonucu hatal1 olarak siniflanmigtir. Hatali siniflanan gézlemlerden 12
tanesi sifir grubunda olmasi gerekirken bir grubuna atanmig 12 tanesi ise bir grubuna atanmasi gerekirken sifir grubuna atanmistir. Geri
kalan 96 adet gozlem ise dogru olarak siniflandirilmistir. Bu durumda kullanilan lojistik modelin dogru siniflama oran1 %80 olmaktadir.

Toplam 120 adet gozlemden 24 tanesi modelde istenilen tahmini olasilik degerini vermemektedir. Ancak iistel kism1 A(x) seklinde
hesaplanan Richard egrisi tanimli oldugu bolge lizerinde m parametresi degistirilerek hareket ettirilebilmektedir. Bu hareket ettirme
esnasinda hatali olarak simiflanan 24 adet gézlemin tamami m degerinin belirli sabitlerinde istenilen olasilik degerlerine sahip
olabilmektedirler. Bu durumda hatali gézlemleri yeniden analiz ederek dogru siniflama sansina sahip olmaktayiz. § degeri Richard
egrisi yardimiyla hesapladigimiz tahmini olasilik degeri olmak iizere asagidaki denklemi Richard egrisinden yazabiliriz,

P+ (1 —m)exp(—A(x))—1=0

Bu denklemin m parametresine gore ¢ozlimii incelenen gézlem igin dogru siniflamay1 yapabilen modeli olusturacaktir. Denklemin
ifadesine dikkat edilecek olursa m = 1 denklemin asikar ¢6ziimiidiir. Ancak m # 1 olmas1 gerektiginden denklemin 1 degerinden farkli
¢Oziimlerinin bulunmasi gerekmektedir. Baz1 olasilik degerleri i¢in bu ¢6ziim bulunabilmekte bazi degerler igin ise bulunamamaktadir.
Tabloda denklemin tiim hatali gdzlemleri icin m degeri hesaplanabilmistir. Bu sayede hatali siniflanan gézlem sayisi 24 gézlemden 0
gozleme indirgenmis ve dogru siniflama yiizdesi ise %80’den %100’e yiikseltilebilmistir. Bu gozlemlerin m degerleri ve olasilik
tahminleri tablonun son iki siitununda yer almaktadir.

Tabloda yer alan m degerleri ilgili gézlemlerin degiskenleri dikkate alindiginda agagidaki gibi lineer sekilde ifade edilebilmektedir,
m = 62,004 + 0,605X; — 2,359X, — 4,748X; + 14,144X, + 23,463X5 — 3,581X, — 24,440X, + 6,576X5 — 3,230Xy + 0,817X,

Var olan bu iligkinin Richard baglanti fonksiyonunda kullanilmasi m parametresinin gézlem degerine gore degismesini ve egrinin
daha optimal ayrimsama yapabilmesini saglamaktadir.

Diger taraftan ¢alismadan elde edilen dogru siniflandirma oranlart ROC analizi ile degerlendirildiginde elde edilen bulgular
asagidaki tabloda yer almaktadir.

Tablo 2. Baglanti Fonksiyonlarina Ait ROC Analizi Sonuglar

o ..
Egri Altinda %95 Giiven Sinirlari

Degigkenler p-degeri
Kalan Alan (AUC) Alt Siir Ust Sinir

Lojistik Baglant1 Fonksiyonu 0,780 0,698 0,862 <0,001

Richard Baglant1 Fonksiyonu 0,791 0,707 0,875 <0,001

Tablo 2 incelenecek olursa, her iki baglanti fonksiyonunun da egri altinda kalan alan degerlerinin istatistiksel olarak anlamli oldugu
goriilecektir. Bununla beraber Richard fonksiyonuna ait alanin daha biiyiik oldugu da goriilmektedir.

4. Sonuc¢

T1bbi bir veri incelenirken amag hastaligin teshis edilmesi oldugunda veya bazi degiskenlerin hastaligin teshisinde 6nemli olup
olmadigmnin belirlenmesi oldugunda yapilan en 6nemli analizlerden birisi lojistik ayrimsamadir. Bu ¢alismada da lojistik ayrimsama
teknigi Richard baglanti fonksiyonlar1 yardimiyla yapilmaya ¢alisilmustir.

Lojistik regresyon analizinin diger ayrimsama tekniklerine gére birgok {iistiin yonleri bulunmasina karsilik lojistik baglanti
fonksiyonu ve dogrusal olasilik modeli birbirlerine esitlendiginde baglanti fonksiyonu doniisiimiiniin yapisindan dolayr bagimsiz
degiskenin kiiciik farkliliklar gdstermesi durumunda olasilik degerleri bu farkliliklar1 tolere edememektedir. Bu yiizden lojistik
ayrimsamada asir1 hatalara neden olunabilir. Bu problemin ¢dziilmesi oldukga giigtiir. Bu asamada arastirmacinin en kolay alternatifi
bagimsiz degisken sayisinin azaltilmasi yani agir1 farkliliklara neden olan ve tolere edilemeyen degiskenlerin modelden ¢ikartilmasi
olmaktadir. T1bbi bir veri yapisinda herhangi bir hastaligin teshisinde bagimsiz degiskenlerin dogru olarak se¢ilmesi olduk¢a dnemlidir.
Lineer model yapisinda bagimsiz degisken sayisinin artirilmast modelin uyumunu artirirken ve ayni zamanda yanlis secilmis bir
bagimsiz degiskenin modelde etkisinin olmamasi saglanabilirken lojistik ayrimsamada bu miimkiin olmamaktadir. Bu yiizden lojistik
ayrimsamalarda ilgili bagimsiz degiskenlerin se¢imi oldukg¢a dnemlidir.

Incelemesi yapilan 60 anksiyete bozuklugu ve 60 da kontrol olmak iizere 120 olgunun verilerinin lojistik baglanti fonksiyonu
ile ayrimsamas1 yapildiginda modelin dogru ayrimsama yapma oram diisiik (%67,5) ¢ikmaktadir. Bu asamada Richard baglanti
fonksiyonu kullanildiginda dogru simniflama oran1 %80’e ulasmaktadir. Yapilan uygulamada hatali siniflanan goézlemler tekrar ele
alinarak baglanti fonksiyonunun biikiim parametresinin uygun se¢imiyle ayrimsama performansi biiytiik 6l¢giide artirilabilmistir. Yapilan
analizdeki gibi Richard baglanti fonksiyonu, lojistik modeli dinamik bir yapiya ¢evirir. Biikiim parametresinin degistirilebilmesi 6nemli
bir teorik bulgudur. Bu sayede dogrusal olasilik modeline dokunulmaksizin hatali bulunan gézlemlerin igerisinden dogru siniflama
gerceklestirilebilir. Biikiim parametresinin bagimsiz degisken degerlerine bagli olarak hesaplanmast olasilik degerini etkileyecek
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artimlarda baglant1 fonksiyonunun bu degisimi dogru bir sekilde yansitabilmesini saglar. Bu sayede lojistik ayrimsamanin performansi
artirilacaktir.
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