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Oz

Bilgisayar destekli geometrik tasarimin 6nemli konular igerisinde yer alan digbiikey gévde hesabi bu g¢aligmanin ¢ikis noktasini
olusturmaktadir. Literatiirde birgok tanimi bulunan disbiikey gévde, ele aldigimiz ¢alismada digbiikey gévde kombinasyonu yaklagimi
ile hesaplanmustir. Verilen nokta kiimesi i¢in tiim olas1 digbiikey kiimelerin kombinasyonu tanimindan [13], n noktadan olusan konveks

govde elde edilmistir. Calismada ele alinan konveks gévde yaklasimi ile ortaya konan 6zel ve genellestirilmis metotlarin matematik ve
geometrinin yaninda endiistriyel hayatla da iliskisi gdsterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Bilgisayar destekli geometrik tasarim, konveks govde, digbiikey kiime kombinasyonu, n-noktali digbiikey govde

Generalized Convex Hull Combination Approach

Abstract

Convex hull calculation, which is one of the important topics of computer aided geometric design, constitutes the starting point of this
study. Convex hull, which has many definitions in the literature, was calculated with the convex hull combination approach in our study.
From the definition of the combination of all possible convex sets for the given point set [13], a convex body consisting of n points is
obtained. In addition to mathematics and geometry, the relationship between the special and generalized methods revealed by the convex
body approach, which is discussed in the study, with industrial life is shown.
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1. Giris

Bu kisimda digbiikey govde kombinasyonu ile ilgili temel bilgiler
sunulmustur.

Afin uzayin aksiyomlar1 nedeniyle vektdr ile vektoriin u¢ noktasi
arasinda birebir esleme vardir. [2].

Taniml: a, 8,y € Rsifirdan farkliolup 4,B,C € E 3 noktalarinin
yer vektorleri d, b,¢ € R3 icin ad + [?B +y6=0, a+ B+y=
0 saglaniyorsa A, B, C noktalari bir dogru tizerindedir denir [3].

Tanmm2: «,B,y,9 € Rsifirdan farkli olup A4,B,C,D € E3
noktalarnin yer vektorleri d, b,¢,d € R3 icin ad + B b+ yC +
9d=0 ve a +pf+y+ 9 =0 saglanmiyorsa A,B,C,D ayni
diizlemdedir denir [4].

Tamim3 (Uggenlerin Cebirsel Olgiimii [ABC]):

Bir ABC tiggeninin alan1 S = |a|, @ € Rise @ = [ABC] degerine
ticgenin cebirsel dlglimii denir.

[ABC] nin yonii pozitif (saat yoniiniin tersi) ise a = +S; [ABC]
nin yonii negatif (saat yonii) ise « = —S olur [5], [10].

Yonlendirilmis bir diizlemde ii¢ noktadan olusan temel iiggenin
cebirsel dl¢limii bir noktanin yerini belirlemede biiyiik kolaylik
saglar.

Tanim 4: AB kenarlar1 ortak ABM ve ABN gibi iki iiggenin ortak
olmayan koselerinin AB kenarini kestigi nokta X olmak iizere

XM _[ABM] «a
XN " [ABN] B

oranina tiggenlerin cebirsel dl¢limlerinin orani denir.

Sirayla dogru (iki nokta) ve iiggen (ii¢ nokta) iizerinde yaptigimiz
bu tamimlamalar daha fazla noktaya genisletilebilir. n-noktadan
olusan diizlemsel digbiikey govdelerin hesabi hesaplamali
geometrinin en temel problemlerinden biridir. Bir nokta
kiimesinin digbiikkey (konveks) gévdesi, tiim noktalari igeren en
kiigiik disbiikkey kiime veya noktalart igeren tiim disbiikey
kiimelerin kesigimi olarak tanimlanir [1]. Ele aldigimiz bu
calismada digbiikey govde verilen noktalarin tiim olast digbiikey
govde kombinasyonlari iizerine insa edilecektir.

2. Materyal ve Metot

Onceki calismamizda [13] sonlu nokta kiimesinin digbiikey gévde
kombinasyonu bulunurken ilk olarak noktanin iizerinde yer aldig1
dogru elde edilmistir. Ardindan noktanin, i¢ bolgesinde yer aldig1
icgen kombinasyonu hesaplanip sonrasinda teknoloji ve
sanayinin dnemli operasyonlarindan biri olan rafineri probleminin
¢Oziimiinde bu metotlar uygulanmustir.

Bu calismamizda da; dogru ve diizlem iizerinde incelenen
problemin n — noktada hesaplanabilmesi i¢in genellestirilmis
disbiikey govde kombinasyonu formiili verilmistir. Ayrica
rafineri siirecindeki karigim problemlerinin ¢dziimii bu formiil
baz alinarak saglanmustir.
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Tanim 5: P c R"™ herhangi bir kiime olsun. Kiimenin herhangi iki
noktasini birlestiren dogru pargasi yine kiimeye aitse yani

Va € [0,1] i¢in x4, x, € P olmak lizere ax; + (1 — a)x, € P ise
Pkiimesine konveks kiime denir. [6], [7].

Tanim 6: Digbiikey Gévde Kombinasyonu

P = {p,, p,, ... pn} nokta kiimesi igin

n

j=1

l:
ve A; = Zl olmak tlizere

n n
Vi,A; =0 i(;inz A; = 1saglaniyorsa Zlipi,

i=1 =1

P kiimesinin disbiikey gévde kombinasyonudur denir [1], [7]
ve [9].

Lemma 1:

A ve B bir dogru iizerinde sabit iki nokta, P bu dogru iizerinde

herhangi bir nokta ise bu noktalarin yer vektorleri d, b, pvea,p #
0 icin

= _B . ad+pb .
= veya p = a+p €Y
olur.

Ispat: P noktasi AB’yi % = g gibi bir oranda bdleceginden P
noktasinin yeri AB arasinda veya disinda olma hallerine gore

sirayla g pozitif veya negatif olur.

g cebirsel sayis1 f + a # 0 igin

AP PB AP +PB AB

= = oldugundan
B a B +a p+a
. ad+pb .
p=—— eldeedilir.
a+p

Lemma 1’in karsiti da dogrudur.
Lemma 2:

A, B, C diizlemde ayn1 dogru tlizerinde bulunmayan sabit noktalar,
P diizlemde herhangi bir nokta ise bu noktalarin yer vektorleri

d,B,E,ﬁ; a,B vey # 0icin

ad + pb +yé

P Bty )
gelir.
Ispat:
ad+pb+yé=0ve a+p+y=0ise
A, B, C bir dogru iizerinde oldugundan
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(@a+B+y)p=ad+pb+yé; a+p+y #0dr.

Aksi halde ad + Bb — (a + )¢ = 0 yani

aCA + ﬁfﬁ =0 olur ki bu da ancak 4,B,C’nin ayni dogru
iizerinde bulunmasi ile miimkiindiir. Bu durum hipoteze aykiridir.

ad + Bb +yé

a+p+y#0icin p= P

gelir.

Lemma 2’nin karsit1 da dogrudur.
Sonuc:

Ay,4,,... A, gibi n noktadan meydana gelen bir sekilde herhangi
bir P noktasinin p yer vektérii a; + a, + -+ + @yqq # 0 igin

— — -
Qa1 + ApQy + -+ Apy1Qnyq

> _ 3
p 0(1+0(2+'“+(Zn+1 ( )

oldugu anlasilir.

3. Arastirma Sonugclar1 ve Tartisma

Bu kisimda yukarida verdigimiz lemmalar ile digbiikey
kombinasyon uygulamasi sanayinin 6nemli bir meselesi olan
rafine iglemi {tizerinden ele almmistir. Rafineriler temel
malzemelerin daha kullanishh formlarda islendigi isleme
tesisleridir. Rafineriler ham madde olarak kullanilmasi zor olan
malzemelerin iglenmesini, giindelik ya da endiistriyel hayatta
kullanilmasin1 miimkiin kilmaktadir. Ornek olarak Sekil 1 de
petrol, Sekil 2 de ise seker rafinerisi goriilmektedir.

Sekil 1: Petrol ve Seker Rafineri Tesisi [10], [11]

Rafineri uygulamalarindan petrol rafinerisini ele alalim. Petrol
kuyularinin sondaji1 sonucu elde edilen {iriin saf bir iiriin olmay1p
birkag farkli bilesenli bir karigimdir. Karigimlarin igerdigi
bilesenlerin oranlar1 farkli kaynaklar arasinda degiskenlik
gosterebilir. Bu bazen kullanilabilir bazen de farkli kuyularin
¢iktilart karigtirilarak rafine iglemi igin uygun oranlarda bir
karigim {iretilebilir. Bu durum igin asagida ii¢ farkli uygulama
verilmistir.

Uygulama 1: Bu uygulamada dogru iizerinde inceleme
yapilacaktir. Bunun i¢in {iriiniin yalnizca iki bileseniyle (bunlar A
ve B olsun) ilgilenecegiz. Bize %20 A bileseni ve %70 B bileseni
igeren bir {; karisimi, %32 A ve %40 B igeren baska bir ,
karisimi verildiginde amacimiz %24 A ve %60 B igeren bir
karisgima ulasmak olacaktir. Gergek hayattan aldigimiz bu
problemi geometrik ¢éziimle sonuca vardirabilmek i¢in {; ve {,
karigimlarin1  diizlemdeki noktalarla; p; = (0.20,0.70), p, =
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(0.32,0.40) ile temsil edelim. Lemma 1-(1) den faydalanarak
p, ve p, noktalar1 arasindaki q noktasi

«(0.20,0.70) + £(0.32,0.40)
a+pf

(0.24,0.60) =

olur, bu esitlikten « = 28 ve nihayet

2

L2, 1, -

q= §p1 + §p2 elde edilir.

Buradan aradigimiz karisim ; ve ¢, karigimlarini 2:1 oraninda
birlestirdigimizde elde ederiz. Geometrik olarak ise § yer vektori,
Sekil 3 de goriildiigii gibi p, ve p, noktalarindan gecen ana

karisim dogrusu iizerinde yer alir.

.p1= (0.2,0.70)

q=(0.24,0.6)

pz = (0.32,0.4)

Sekil 2: ; ve {, karsimlarindan elde edilen ana karisim dogrusu

Boylece problemimizde verilen iki karigimi kullanarak elde
etmek istedigimiz ti¢lincii karisima ulagtik, fakat %26 A ve %44
B igeren bir karisim yapmak istedigimizde bu miimkiin degildir
¢linkii ana karisim dogrusu iizerinde yer almaz.

Uygulama 2: %14 A ve %30 B igeren {iglincii bir {5 karigim varsa
istenilen sonuca ulasip ulasamayacagimizi test edecegiz. {;, {, ve
{3 karigimlarini  diizlemdeki p1 = (0.20,0.70),p, =
(0.32,0.20) p; :== (0.14,0.30) noktalar1 ile temsil edelim.
Lemma 2-(2) den problemi ¢ozersek:

a(0.2,0.7) + £(0.32,0.4) + y(0.14,0.3)
a+f+y

(0.26,0.44) =

olur, bu esitlikten y = a ve f = 3a ve nihayet

—

a 1—’ 1—> s
q= §P1 + gpz + §p3 elde edilir.

Aradigimiz karisimi {3, {, ve {3 karigimlarini 1:3:1 oraninda
birlestirdigimizde elde ederiz. Geometrik olarak § yer vektorii,
Sekil 4 de oldugu gibi p,, p, ve p; noktalarindan gecen ana
karigim tiggeni ig¢inde yer alir.

, = (0.20,0.70)

Lq = (0.26,0.44)

¥ p: = (0.32,0.20)
ps = (0.14,0.30)

Sekil 3: {;, {, ve {3 kanisgimlarindan elde edilen ana karisim
licgeni
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Uygulama 3: Olusturacagimiz karisimda n tane bilesen hesaba
katilmak isteniyorsa, o zaman bu karisim diizlemde n adet nokta
ile temsil edilecektir.

Belirttigimiz genellestirilmis durumdan hareketle elimizde 8 adet
farkli karigim oldugunu varsayalim. Bu karisimlar sirayla;

A %20 A ve %10 B, 4,: %10 A ve %20 B, A5: %10 A ve %30
B, 1,4: %20 A ve %40 B, A5: %30 A ve %40 B, 44: %40 A ve %30
B, 4;: %40 A ve %20 B, A5: %30 A ve %10 B bilesenlerini
igcersin. Amacimiz bu karigimlari kullanarak %30 A ve %30 B
iceren yeni bir q karisimi elde etmek olacaktir. Ilk olarak
Uygulama 1 ve Uygulama 2 ye benzer sekilde karigimlari
diizlemdeki noktalarla ifade edelim. O zaman

P = (2,1); py = (1,2); ps = (1,3); ps = (24); ps = (3,4);
Pe = (4,3);p7 == (4,2); pg == (3,1)

Ve py = (3,3) sirayla eldeki karigimlarin ve olusturacagimiz yeni

karisimin yer vektorleridir. Sonug-(3) esitligini kullanarak
_ 1_,+1_9+1_9+1_q+5_9+5_9+1_q
q —Em Epz 11—6713 1—6P4 1—6195 Ep6 EP7

TS Ds
gelir ve nihayet bu esitlikten g karisiminin verilen karigimlardan

sirayla 1:1:1:1:5:5:1:1 oraninda birlestirilerek elde edilecegi
anlagilir.

P1 Ps

Sekil 4: Diizlemde 8 noktali ana karisim disbiikev gévdesi

4. Sonuc¢

Ele aldigimiz bu g¢alismada; bir veri setinin yorumlanabilmesi
ve iizerindeki bazi hesaplamalarin yapilabilmesi i¢in digbiikey
kiime kombinasyonundan yararlanilmistir. Bu amagla (3)
formiili baz alinarak digbiikey kiime kombinasyonu hesaplanmis
ve herhangi bir noktanin bu kiime igerisinde yer alip almadiginin
tespiti  yapilmistir. Bunlara ek olarak disbikkey kiime
kombinasyonlari ile ilgili ii¢ farkli uygulama sunulmustur. Bu
calismada sunulan yontem ile petrol rafinerisinde elde edilen
iiriinlerin karisim oranlarinin belirlenmesine katki saglanmaistr.
Bu ¢alismanin amact digbiikey kiime kombinasyonu ile iiretim ve
sanayi arasindaki iliskiyi ifade edip ortaya koymaktir.
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