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Abstract

In this paper, the properties related to Fermat point of a triangle in the planes equipped with Taxicab and Chinese checkers metrics

are examined and examples are presented.
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Cin Dama Diizleminde Fermat Noktasi

Oz
Bu makalede, Taksi ve Cin damasi metrikleri ile donatilmis diizlemlerde bir iggenin Fermat noktasi ile ilgili 6zellikler incelenmis ve

ornekler sunulmustur.
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1. Giris

Fransiz matematik¢i Pierre de Fermat’ m “Bir {iggenin
koselerine uzakliklart toplami en az olan nokta neresidir?”
sorusunu [talyan fizik ve matematik bilgini Evangelista Torricelli
ye sormustur. Ikili, yaptigi caligmalar sonucu bir {iggenin
koselerine uzakliklari toplamimin en az iiggenin ¢evre
uzunlugunun yarisi ve en fazla da ¢evre uzunlugu kadar oldugunu
bulmuslardir. Fermat(Torigelli) noktas1 Simpson 1750 tarafindan
da aragtirilmustir.

Taksi ve Cin Dama gibi Oklidyen olmayan metriklerin
bulunmasi ve gelistirilmesiyle beraber Fermat noktasi ile ilgili
caligmalar bu yonde ilerlemis ve Taksi metrikle donatilmig
diizlemlerde Fermat noktasi arastirilmigtir. H. Minkowski 1967
Oklidyen ve taksi metrigi gibi metrikleri de igine alan bir metrik
ailesi tanimlamistir. Menger 1952 Taksi diizlemi tanimlamistir ve
E.F. Krause 1965 Oklidyen metrikteki kavramlarin Taksi
metrigindeki karsiliklarini arastirdigi bir kitap yayinlamugtir.
Sonraki yillarda Taksi diizlem ve Taksi uzay ile ilgili cesitli
calismalar yapilmistir. Bu ¢aligmalardan bazilar1 (Akga ve Kaya,
1997, Akca ve Kaya, 2004, Kaya vd. 2000, Ozcan vd., 2002) olarak
verilebilir.

Taksi metrigi ile verilen diizlemdeki iiggenin Fermat noktasinin,
iicgenin koselerinden cizilen yatay ve dikey dogrularin ii¢genin i¢
bolgesinde kesistigi nokta oldugunu Hanson 2014 belirtmistir.

Taksi ve Cin dama diizlemlerinin nokta ve dogrular1 Oklidyen
analitik diizlemin nokta ve dogrular ile aynidir. Agilar da aym
sekilde 6lgiiliirken, uzaklik fonksiyonlari farklidir.

2. Metaryal ve Metod

Tamim 1 Diizlemde verilen P = (x1, y1) ve Q = (X2, y2) noktalari

arasindaki Oklidyen uzaklik

de(PQ) = /() — x3)% + (7, — y,)?

ile tanimlanir.
Tanim 2 Diizlemde verilen P = (x;, y1) ve Q = (X2, y2) noktalar1
arasinda

dr(P,Q) = [xi —x2 |+ [y1 = y2 |
ile Menger ve Krause tarafindan kullanilan dr fonksiyonuna P ve
Q noktalar1 arasindaki Taksi uzaklik fonksiyonu denir.

Tamm 3 Diizlemde merkezi M = (a, b) ve yarigapi r olan taksi
¢emberi

C=i{xy:x—a+ly-b[=rxy€ER]

seklinde tanimlidir.

Sekil 1Taksi Cemberi
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Tamm 4 Taksi diizlemde £...ax + by + ¢ = 0 dogrusu verilsin.
£ dogrusuna,

)] |—%| > 1 ise dikeysel dogru,
i) |— %| < 1 ise yataysal dogru,

1) |—%| =1 ise aywra¢ dogru,
denir.
Tamm 5 Taksi diizlemde bir P (x1, Y1) noktasinin denklemi
ax + by + ¢ =0 olan £ dogrusuna uzakligi, P’nin £ dogrusu
iizerindeki noktalara uzakliklarindan en kiictigii olarak

tamimlanir ve bu uzaklik

_ lax1+ by;i+c|

dr(P,0) = max(lal,bl}

formiilii ile hesaplanir.

Tamim 6 Taksi diizlemde herhangi verilen A ve B noktalari igin
d; (A, X)+d; (X,B)=d; (A B)

Ozelligindeki tiim X noktalariin kiimesine A ve B
noktalarinin en kisa uzaklik kiimesi denir.

Krause 1965 “Cin Dama oyunundaki hareketlerden yola
c¢ikarak bir metrik gelistirilebilir mi?” sorusunu sormustur.

Cin Dama geometrisi CC-geometri olarak kisaltilir ve
Oklidyen olmayan bir diizlem modelidir. Sonraki yillarda pek ¢ok
matematik¢i Cin Dama geometri lizerine ¢aligmustir. (Turan 2004,
Akga, Bayar ve Ekmekg¢i 2007) bu ¢aligmalardan bazilaridir.

Tamim 7 Analitik diizlemde verilen P=(xi, y1) ve Q=( X2, y2)
noktalar1 arasinda
di(P.Q) = di(P.Q) + (V2 - 1)di(PQ)
di(P,Q) = max{ [xi — xal, [y1 —y2| }
dy(P,Q) = min { [x; —xa|, [y1 —y2| }
olarak tanimlanan d. fonksiyonuna P ve Q noktalar1 arasindaki
Cin Dama uzaklik fonksiyonu adi verilir. Sekil 2 de iki nokta

arasindaki Cin Dama uzakligi gosterildi.

v r

b —

5A=(1, n

Sekil 2 CC-uzaklig1
Tamm 8 Cin Dama diizleminde sabit bir noktadan sabit bir CC-

uzakliktaki noktalarin geometrik yerine Cin Dama (CC) ¢cemberi
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denir. Sabit noktaya CC-¢emberin merkezi, sabit CC-uzakliga da
¢emberin yarigapi adi verilir.
Analitik diizlemde M = (mg,m;) noktasina, r birim CC-
uzakliginda bulunan biitiin noktalar
C={X=(Y):dc(M, X)=r}

kiimesi M merkezli, r yarigapli CC-gemberidir. Sekil 3 de oldugu gibi Cin

Dama gemberi bir sekizgendir.
v

X

Sekil 3 Cin Dama Cemberi

Tamim9 Cin Dama diizlemindeki herhangi bir P = (x1,y1)

noktasinin

ax + by + ¢ = 0 denklemli € dogrusuna Cin dama uzakligi,
do(P,£):Xe € olmak tizere, d.(P,X) degerinin en kiigiik olmas1

durumu yani

d(P,) =" exP)

olarak tanimlanir.

Tanim 10 Cin Dama diizleminde {... ax + by + ¢ = 0 dogrusu

verilsin. £ dogrusu ve q=v2 -1
1) |— %| < 1 olan dogru, yataysal dogru,
i) |— %| > 1 olan dogru, dikeysel dogru,
1)) |— %| = 1 olan dogru, ayira¢ dogru,
V) |— %| = q olan dogru, q — dogru
V) |—%| = g + 2 olan dogru (q + 2) — dogru

olarak adlandirilir.

3. Fermat Noktasi

Fransiz matematik¢i Pierre de Fermat 1640 11 yillarda “Bir
ABC figgeninin kose noktalarina olan uzakliklar1 toplami en az
olan nokta neresidir?” sorusunu sordu. Daha sonra bu sorunun
cevabt 1750 li yillarda arastirildi. Bununla birlikte daha sonraki
yillarda bu soruya basit bir ¢6ziim getirmislerdir.

Hanson 2014, “Biiyiik bir kentte yollarin kuzey-giiney, dogu-
bati yoniinde neredeyse dikdortgen benzeri bir ag seklinde
diizenlendigini varsayalim. Konumlar1 itibariyle her biri bir
iicgenin kosesine karsilik gelen {i¢ ayri merkeze mal tagimak
iizere bir depo insa etmek istesek, depodan merkezlere toplam

e-ISSN: 2148-2683

uzakligin minimum oldugu nokta neresi olmalidir?” sorusunun
cevabmi bulmak igin Taksi diizlemde Fermat noktasini
arastirmistir. Hanson 2016, bir liggenin Fermat noktasini bulmak
icin bir noktay1 yatay ve dikey dogrultuda &telemis ve iliggenin
kose noktalarina uzakliklart toplamlarini hesaplamistir. Fermat
noktasin1 (P noktasi) ticgenin koseleri ile birlestirildiginde,
Fermat noktasinda olusan tam agiy1 lic es parcaya boldiigi
goriildii.

m(APB) = m(APC) = m(CPB) = 120°

Sekil 4 Fermat Noktasi

4. Taksi Diizlemde Fermat Noktasi

Teorem 1 Taksi diizlemindeki bir ii¢genin Fermat
noktasi, o tg¢genin kose noktalarindan gegen yatay ve dikey
dogrularin tiggenin i¢ bolgesinde kesistigi noktadir. Hanson 2014.

Ispat Taksi diizlemde bir ABC ii¢geni verilsin. Bu iiggeni
kesen sekil 5 deki gibi yatay (k) ve sekil 6 deki gibi dikey (m)
dogrular1 alinarak bu dogrular {izerinde Fermat noktasini bulmak

icin, koselere uzakliklari toplami minimum olan nokta
belirlenmelidir.
@
P A\ R
e 0

BN

Sekil 5 Taksi Uggende Fermat Noktasi

k dogrusu iizerindeki T noktasi i¢in;
s =|AT[+ [BT| + |CT| = (|TP| + [PA]) + ('TP| + [PQ| + | QR| + |RB])
+ (TP + [PQ[ +QCY)
= |TP| + [PA| + 2/TP| + 2|PQ| + | QR| + |RB| + |QC]
Bu dogru tizerindeki P noktasi icin;
s =|AP|+ |BP|+ |CP| = |AP| + ([PQ| + |QR| + [RB]) + ([PQ[ + |QC])
= |AP[+2[PQ| + |QR| + [RB| + |QC]|
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T noktasindan P noktasina kadar liggenin kdselere olan s

uzakliginin 3|TP| kadar kisaldig1 gortiliir.
Bu dogru iizerindeki Q noktast i¢in;
s=|AQ|+ [BQ| + [CQ| = (IAP| + [PQ) + (IQR| + [RBJ) + [CQ|

Bu durumda Q noktasi i¢in s uzakligi P noktasina gore [PQ)|

kadar azalir.
Bu dogru iizerindeki R noktasi igin;
s = |AR| + [BR| + [CR| = (RQ| + |QP| + |AP]) + [BR| + (RQ] +
1QCY)

=2[RQ| + |QP| + |AP| + |BR| + |QC]| oldugundan R noktasi i¢in
s uzaklig1 Q noktasina gore |QR| kadar artar.

T noktasindan Q noktasina kadar s uzakligi azalir ve Q
noktasindan R noktasina kadar s uzakligi artar. O zaman, k
dogrusu {iizerinde liggenin koselerine uzakliklari toplami en az
olan nokta Q noktasi olarak bulunur.

Benzer sekilde dikey m dogrusu iizerinde kdselere uzakliklar

minimum olan noktay1 bulmak i¢in asagidaki durumlar incelenir:

Sekil 6 Taksi Uggende Fermat Noktas1

Bu dogru iizerindeki T noktasi igin;
s = |AT|+ BT| + |CT| = (ITP| + [PQ[ + [QA[) + (|TP| + [PQ| + |QR|
+[RBJ) + (ITP| + [PC])
=3|TP| + 2|PQ| + |QA| + |QR| + |RB| + |PC]
Bu dogru iizerindeki P noktasi i¢in;
s=|AP|+ [BP| + |CP| = (IPQ| + |QA[) + (IPQ| + |QR| + [RB]) + |CP|
=2|PQ[ + |QA[+ |QR| + [RBJ + |CP|
Bu durumda P noktasi i¢in T noktasina gore s uzakligi
3|TP| kadar azalir.
Bu dogru iizerindeki Q noktasi igin;
s =]AQ| + [BQ|+|CQ| = |AQ| + (IQR[ + [RB]) + (|QP + [PC])
= |AQ[+[QR|+ [RB|+ |QP + |PC]|
Bu durumda Q noktasi i¢in P noktasina gore s uzakligi 2[PQ)|
kadar azalir.

Bu dogru iizerindeki R noktas1 i¢in;
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s = |AR| + [BR| + |CR| = (JAQ| + |QR]) + [BR| + (|CP| + [PQ] +
IQRJ)

=]AQ| + 2|QR| + |BR| + |CP| + |PQ| oldugundan R noktasi i¢in
Q noktasina gore s uzakligi |QR| kadar artar.

T noktasindan Q noktasina kadar s uzakligi azalir, Q
noktasindan R noktasina kadar s uzaklig1 arttigindan k dogrusu
iizerinde liggenin kdselerine uzakliklari toplami en az olan nokta
Q noktasi1 olarak bulunur.

A ’dan gecen yatay k dogrusunun C ’den gecen dikey m
dogrusu ile kesistigi Q noktast ABC ii¢geninin Fermat noktasi

olarak bulunur.

Sekil 7 Taksi Uc¢gende Fermat Noktas1

Sekil 7 de oldugu gibi ABC Taksi iiggeninde Fermat noktasi

P noktasi olarak bulunur.

5. Cin Dama Diizlemde Fermat Noktasi

Geometrik olarak, P; ile P, noktalar1 arasindaki en kisa yol
Sekil 8 de goriildiigii gibi biri koordinat eksenlerinden birine
paralel digeri 1 veya -1 egimli iki dogru pargasinin birlesimidir.
Boylece P ile P, arasindaki en kisa uzaklik ifade edilen sekildeki
iki dogru pargasinin Oklidyen uzunluklar1 toplamidir. Py den P,
ye olan yollarin birlesimi, yani P; ile P, noktalarinin minimum
uzaklik kiimesi Sekil 8 de goriildiigii gibi bir kenar ¢ifti koordinat
eksenlerinden birine paralel, diger kenar ¢ifti ise diger koordinat
ekseni ile 45° lik ag1 yapan paralelkenardir.

Py

Sekil 8 Cin Dama yollar1
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Bu boliimde 6rneklerle bir iiggenin Cin damasi metrigine

gore Fermat noktasi incelenmektedir.

Ornek 1. Cin Dama diizlemde kose noktalar1 A(0,4), B(0,0) ve
C(4,0) olan ABC {iggeni verilsin.

Sekil 9 Cin Dama Uggeninde Fermat Noktasi

ABC iiggeninin Cin dama metrigine goére Fermat
noktasini bulmak i¢in figgen i¢inde Cin dama yollarinin koselere
Cin dama uzakliklar1 toplami en az olan nokta belirlenmelidir.
Secilen D(2,0) noktasi igin;

JAD|=4+2(W2-1) =2+22
IBD|=2+0(2-1)=2
ICD|=2+0(v2-1)=2
s=]AD| + [BD|+/CD|=6+2v2 ,
E(3,0) noktasi igin;
|AE|=4+3(2-1)=1+32
IBE|=3+0(+2—-1)=3
ICE|=1+02-1)=1

s =|AE| + |BE| +|CE|=5 +3V2,
B(0,0) noktasi i¢in;
|AB|=4+0(2—-1) =4
BB|=0
ICB|=4+0(2—-1)=4

s =|AB|+ BB|+|CB| =8,

Sectigimiz B, D, E noktalarinin ii¢genin koselerine
uzakliklar1 toplam1 bulunur.

6 + 22 - (5 + 3v/2) < 0 oldugundan D noktasmin koselere
olan uzakliklar1 toplami E noktasinin kdselere olan uzakliklar
toplamindan daha azdir.

8 — (6 + 2v/2)<0 oldugundan B noktasinin koselere olan
uzakliklar1 toplami D noktasinin koselere olan uzakliklari
toplamindan daha azdir.

Buna gore B noktasinin koselere olan uzakliklari toplami D
ve E noktalarin kdselere olan uzakliklari toplamindan azdir.

e-ISSN: 2148-2683

Dolayisiyla ABC iiggeninin Cin Damasi metrigine gore Fermat
noktasinin apsisi 0 dir.

Secilen F(0,3) noktast igin;
JAF|=1+0/2-1)=1
IBF|=3+0(+2—- 1) =3
ICF|=4+3(2-1)=1+32
s = |AF| + [BF| + |CF| =5+ 3V2,
G(0,1) noktast i¢in;
IAG|=3+0(v2—-1)=3
BG|=1+0W2-1)=1
ICGl=4+1(V2—-1)=3+ V2
s=|AG|+ BG|+|CG|=7+V2,

7+ V2 - (5 + 3\/?) < 0 oldugundan G noktasinin

kose noktalarmma uzakliklart toplami, F noktasinin kose
noktalarina uzakliklar: toplamindan daha azdir.

8 -7++/2 < 0 oldugundan B noktasinin kdse noktalarma
uzakliklar1 toplami, G noktasinin kdse noktalarina uzakliklari
toplamindan daha azdir.

Buna gore B noktasinin koselere olan uzakliklari toplami
F ve G noktalarinin koselere olan uzakliklar1 toplamindan azdir.
ABC ii¢geninin Cin Damasi metrigine gore Fermat noktasinin
ordinati 0 dir. Fermat noktasi B(0,0) olarak bulunur.

Ornek 2 Cin Dama diizlemde kdse noktalar1 A(3,2), B(5,6) ve C(-
2,4) olan ABC iiggeni verilsin.

Sekil 10 Cin Dama Uggeninde Fermat Noktasi

ABC ii¢geninin Cin Damas1 metrigine gore Fermat noktasini
bulmak i¢in segtigimiz nokta koselere olan Cin dama uzakliklari
toplami en az olan nokta bulunur.

Secilen D( 3,3 ) noktasi igin;
IAD| =1
BD|=3+2(2— 1)=1+2V2
ICD| =4 ++2
s=]AD| + [BD|+|CD|=6 + 32,
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E(3,4) noktasi igin;

|AE| =2
IBE|=2+2(\2-1)=2V2
ICE|=5

s=|AE|+ |BE|+|CE|=7 + 22,
F(3,5) noktasi i¢in;

|AF| =3

BF=2+vV2-1=1+ V2
ICF|=5+V2—1=4+ 2

s =|AF| + [BF| + |CF| =8 + 2v2 ,

Sectigimiz D, E, F noktalarmin {iggenin koselerine
uzakliklar1 toplam1 bulunur.

7 + 2v2 - (6 + 3v2) < 0 oldugundan E noktasinin
koselere olan uzakliklari toplami D noktasinin koselere olan
uzakliklari toplamindan daha azdir.

7 + 24/2 — (8 + 2v/2)<0 oldugundan E noktasinin
koselere olan uzakliklar1 toplami F noktasinin koselere olan
uzakliklar1 toplamindan daha azdir.

Buna gore E noktasinin koselere olan uzakliklari toplami
D ve F noktalarmin kdselere olan uzakliklari toplamindan azdir.
Dolayistyla ABC iiggeninin Cin Damasi metrigine gore Fermat
noktasinin apsisi 3 tiir
G(2,4) noktasi igin;

AG|=2+V2—-1=1+ 2
IBG|=3+2(2—-1)=1+2vV2
ICG|=4
s=|AG| + |BG| +|CG| =6+ 32,
H(4,4) noktasi i¢in;
IAH|=2+V2—-1=1+ 2
BH/=2+vV2—- 1= 1+ 2
|CH|=6
s=|AH| + [BH|+ |CH|=8 + 22,
7+ 2v2— (6 + 3v2) < 0 oldugundan E noktasinin kose

noktalarina uzakliklar1 toplami, G noktasinin kdse noktalarina
uzakliklar1 toplamindan daha azdir.

7+ 22 - 8 + 2+/2 < 0 oldugundan E noktasinin kése
noktalarina uzakliklar1 toplami, H noktasinin kdse noktalarina
uzakliklar1 toplamindan daha azdir.

Buna gore E noktasinin kdselere olan uzakliklar1 toplami1 G
ve H noktalarinin kdselere olan uzakliklar1 toplamindan azdir.
Dolayistyla ABC ftiggeninin Cin Damas1 metrigine gére Fermat
noktasinin ordinati 4 olarak bulunur.
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ABC {iggeninin ¢in damasi metrigine goére Fermat noktasi
E(3,4) noktasidir.

Ornek 3 Cin Dama diizlemde kose noktalar1 A(-3,1), B(0,0) ve
C(1,3) olan ABC {iggeni verilsin.

Sekil 11 Cin Dama Uggeninde Fermat Noktas1

ABC iiggeninin Cin Damasi metrigine gore Fermat noktasini
bulmak i¢in segtigimiz nokta koselere olan Cin dama uzakliklari
toplami en az olan nokta bulunur.

Secilen B(0,0) noktasi igin;
IAB|=3+V2—-1=2++2
IBB| =0
ICB|=3+vV2—1=2+ 2
s=|AB|+ [BB|+|CB|=4 +2V2,
D(0,1) noktasi igin;

|AD| =3

IBD| = 1
ICD|=2+V2-1=1+ 2
s=]AD| + [BD|+|CD|=5++2,

E(0,2) noktast i¢in;
|AE|=3+V2—-1=2+ 2
BE| =2

ICE|=1+v2—-1=+2
s =]AE| + [BE|+ |CE|=4 + V2,

Sectigimiz B, D, E noktalarinin {iggenin koselerine
uzakliklari toplami bulunur.

5+ 2 - (4 + 24/2) <0 oldugundan D noktasinin
koselere olan uzakliklar1 toplami B noktasinin koselere olan
uzakliklar1 toplamindan daha azdir.

5+/2 — (4 + /2 )<0 oldugundan D noktasinin koselere olan

uzakliklar1 toplami E noktasmin koselere olan uzakliklar
toplamindan daha azdir.

Buna gore D noktasinin koselere olan uzakliklar1 toplami B
ve E noktalarinin koselere olan uzakliklari toplamindan azdir.
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Dolayistyla ABC iiggeninin Cin Damasi metrigine gore Fermat
noktasinin ordinati 1 dir.

F(-1,1) noktas! i¢in;

|AF| =2

BE|=1+v2— 1= +2
ICF|=2+2(2—- 1) =22

s =|AF| + [BF| +|CF| =2 +3V2,
G(1,1) noktasi igin;

IAG| = 4
BG|=1+V2—-1=+2
ICG| =2

s=|AG| +[BG| + |CG| =6 +VZ ,

5+ v2— (2 + 3v2) <0 oldugundan D noktasinin kose
noktalarina uzakliklar1 toplami, F noktasmnin kdse noktalarina
uzakliklar1 toplamindan daha azdir.

5++/2 - (6 ++/2) < 0 oldugundan D noktasmin kose
noktalarina uzakliklari toplami, G noktasinin kése noktalarina
uzakliklar1 toplamindan daha azdir.

Buna gore D noktasinin koselere olan uzakliklari toplami F
ve G noktalariin kdselere olan uzakliklar1 toplamindan azdir.
Dolayisiyla ABC {iggeninin Cin Dama metrigine gore Fermat
noktasinin apsisi sifir olarak bulunur.

ABC ii¢ggeninin Cin Damasi metrigine gore Fermat noktasi
D(0,1) noktasi olarak elde edilir.

6. Sonuc¢

Taksi ve Cin Dama diizlemlerinde Fermat noktast
incelenmistir. Bagka metrikler ile donatilmis diizlemlerde de bir
iicgenin Fermat noktasi arastirilabilir.

Taksi metrigi kullanilan diizlemdeki bir iiggenin Fermat
noktast liggenin kdselerinden gecen yatay ve dikey dogrularin
iicgenin i¢inde veya lizerinde kesistigi nokta olarak bulunmustur.

Cin dama metrigi kullanilan diizlemdeki bir tiggenin Fermat
noktasi t¢genin koselerine Cin dama uzakliklari toplamu
minimum olan nokta bazi 6zel 6rneklerde bulunmustur.
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