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Oz
Bu ¢ahiymada, E14 Lorentz-Minkowski uzaymda null olmayan Frenet vektorlere sahip spacelike ve timelike o = (S) egrilerinden

gecen hiperyiizeylerin parametrik denklemi, bu egrilerinin Frenet catilann yardmuyla ifade edildi. Ayrica E14 Lorentz-Minkows ki

uzayinda spacelike ve timelike egrilerin hiperylizey lizerinde ortak izoasimptotik olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosullar verilerek
hiperyiizey aileleri olugturuldu. Daha sonra sapma fonksiyonlart yardimiyla elde edilen bu kosullar sadelestirildi. Son olarak, 6reklerle
cahgma desteklendi ve belli iz diisiim metodlar kullanilarak bu éreklerin grafikleri ¢izildi.

Anahtar Kelimeler: 4-Boyutlu Lorentz-Minkowski Uzay1, Spacelike ve Timelike izoasimptotik Egri, Hiperyiizey Aileleri.

Hypersurfaces Families with Common Non-Null Isoasymptotic Curve
in Lorentz-Minkowski 4-Space

Abstract

In this study, the parametric equation of hypersurfaces passing through spacelike and timelike o = (S) curves having non-null Frenet

vectors in Ef Lorentz-Minkowski space is expressed with the help of the Frenet frames of these curves. In addition, hypersurface
families are formed by giving necessary and sufficient conditions for spacelike and timelike curves to be common isoasymptotic on the
hypersurface in E14 Lorentz-Minkowski space. Then, these conditions obtained with the help of marching-scale functions are
simplified. Finally, the study is supported with examples and the graphs ofthese examples are drawn using certain projection methods.

Keywords: Lorentz-Minkowski 4-Space, Spacelike and Timelike Isoasymptotic Curve, Hypersurface Families.
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1. Giris

Diferansiyel geometride 6nemli bir yere sahip olan egriler ve
yiizeyler teorisi, uygulama agismdan olduk¢a genis bir kullanim
alanma sahip oldugundan birgok bilim insani tarafindan
cahgimaktadir. Egriler ve yiizeyler teorisinde, farkli uygulama
alanlarinda kullanilan bircok 6zel egriden bir taneside asimptotik
egrilerdir.  Asimptotik egriler yiizeylerin analizinde asli
dogrultularm manyetik sapmalarmi belirlemek i¢in faydali bir
ara¢ olup diferansiyel geometri, astronomi, astrofizik, mimari ve
CAD gibi farkhi alanlarda uygulama imkanma sahiptir. Ayrica
Contopoulos “Asymptotic curves and escapes in Hamiltonian
systems” isimli ¢ahgmasinda Lyapunov yoriingelerindeki
asimptotik egrilerin bulunmasi durumunda, yildiz sistemindeki
yildizlarm kagan ydriingelerinin bulunabilecegini gostermigtir
(Contopoulos 1990). Ozellikle 3-boyutlu Oklid uzaymda
asimptotik egrilerle ilgili birgok calisma yapilmustir (Farin 1988,
Latifi 2015, Hartman and Wintner 1951, Kitagawa 1988, Garcia
and Tello 1997, Garcia et al. 1999).

Wang ve arkadaslarmm ayakkab1 iiretim maliyetini diisiirmek
i¢in yaptiklar1 “Parametric representation of a surface pencil with
a common spatial geodesic” isimli ¢aliymasi, egriler ve yiizeyler
teorisinin bir uygulamasiolarak diisiinebilir. Bu ¢ahgmada sapma
fonksiyonlar, herhangi bir egri ve bu egrinin Frenet ¢atisi
yardmyla belirli bir karakteristik Ozellige sahip yiizey aileleri
olusturulmustur. Ayrica parametrik olarak ifade edilen bu yiizey
aileleri lizerinde egrinin geodezik olmasi igin gerekli kosullar
incelenmisgtir (Wang et al. 2004). Wang ve arkadaglarmm bu
¢ahigmasindan sonrakonuyla ilgili 3 ve4 boyutlu farkli uzaylarda
birgok arastrma yapilmisti. Omegin 3 boyutlu Oklid uzaymda;
Rashad ve Abdel (2016) ortak asimptotik egriye sahip ylizey
ailesini inceleyip gerekli ve yeterli kosullart olusturmustur.
Ayrica, Bayram vd. (2012) ortak asimptotik egrili yiizey ailesi
bulma problemini incelemigtic Kasap vd. (2008) yiizeylerin
parametrik ifadesini bir ortak uzay geodesiginin Frenet ¢atisinin
katsayilarini, sapma fonksiyonlarmi kullanarak Wang’m
cahgmasini genellemistir Daha sonra Bayram ve Kasap ise
(2014a) ve (2014b) cahsmalarmda simasiyla, 4-boyutlu Oklid
uzaymda ortak izogeodezik ve izoasimptotik egrilere sahip
hiperyiizeyleri incelemistir. Bu ¢aliymalara ek olarak Oklid
uzaymda yiizey aileri iizerine (Ayvaci and Atalay 2020, Senyurt
etal. 2020, Atalay and Kasap 2016) gibi gahgmalar da yapilnustir.

Yiizey aileleri ile ilgili Oklid uzaymndan farkli olarak
Minkowski ve Galilean uzaylarmda da caliymalar mevcuttur.
Kasap ve Akyildiz (2006) da, 3-boyutlu Minkowski uzaymda
ortak bir geodezik egriye sahip olan yiizey ailelerini elde ederek
sapma fonksiyonlan i¢in yeterli kosullart vermistir. Saffak ve
Kasap (2009) ise ortak null geodezik egrili ylizey ailesini
incelemistir. Bu calgmalara ek olarak 3-boyutlu Minkowski
uzayinda Saffak vd. (2013) yiizey ailelerini ortak bir asimptotik
egri ve li¢ tiir sapma Olgek fonksiyonlart ile ifade etmistir.
Minkowski uzaymda yiizey aileri ile ilgili diger bazi ¢alismalar
da (Ergiin and Bayram 2019, Kocayigit and Cigek 2015, Ergiin et
al. 2015, Turan et al. 2022) vardir. Ayrica Galilean uzayinda da
hiperyiizey aileleriyle ilgili ¢ahsmalara yer verimistir. Omegin,
3-boyutlu Galilean uzaymnda Yiizbasi ile Bektas (2016) ve
Yiizbas1 (2016) da swasiyla ortak geodezik ve ortak asimptotik
egrilerden gecen yiizey aileleri tizerine ¢aligmusti. 4-boyutlu
Galilean uzaymda Yoon ve Yiizbasi (2018) de verilen ortak
izogeodezik egrili hiperyiizey aileleri iizerine c¢ahsarak baz
karakterizasyonlar vermistir. Bu ¢ahgmalara ek olarak Galilean
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uzaymda ylizey ailesi ile ilgili olarak ¢aligmalar da mevcuttur
(Altm and Yiizbas1 2020, Altm and Unal 2020, Altmn et al. 2021).

Bu makalede, 4-boyutlu Lorentz-Minkowski uzaymnda null
olmayan Frenet vektorlere sahip spacelike ve timelike ortak
izoasimptotik egrilere sahip hiperyiizey aileleri olusturulmustur.
Bu hiperyiizey aileleri {izerinde null olmayan Frenet vektorlere
sahip spacelike ve timelike bir egrinin hem parametre egrisi hem
de asimptotik egri olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosullar elde
edilmigtir.  Bulunan bu kosullar, 6zel sapma fonksiyonlar
yardimiyla yeniden olusturulmustur. Ayrica elde edilen kosullar
sayesinde izoasimptotik egrili hiperyiizey aileleri i¢in 6mekler
olusturulmus ve bu 6rekleri ii¢ boyuta iz diisiirerek grafikleri
¢izilmistir.

2. Materyal ve Metot

Bu boliimde, sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi temel
kavramlar verilecektir.

Tamm 1. E14 Lorentz-Minkowski uzaymda
D =(X1'X21X3'X4)’

F=(Y. Y, Y5 Ya)s

ve
G=(2.,2,,2,2,)
vektorleri i¢in skaler carpim ve vektorel garpim sirasiyla;

g <5: E> =XYYL XY, XY+ XY,

ve
-6 € € e
- = = X, X3 X
DAFAG=-| 2 2 & % (1)

seklinde tanimlanit. Burada e;, e, ,e; ve e, vektorleri Ef de
standart baz vektorleridir (Turgut and Yilmaz 2008).

Tamm 2.V bir skaler carpim uzay ve U €V olsun.

(&)

esitligi ile tanimlt

U | reel sayisma U vektdriiniin normu denir.

Ayrca normu 1 olan vektdre de birim vektdr denir (Turgut and
Yilmaz 2009).

Tanmim 3. Sifirdan farkli Va: Ve E14 i¢in
o(57)-o.

ise Jve \7 vektorleri Lorentz anlaminda diktir (ortogonaldir)
denir (Turgut and Yilmaz 2009).
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Tamm 4. o | > E14 herhangi regiiler bir egri olmak iizere
a(S) egrisine; g(?(s), E;(S)) <0 ise timelike egri,
gG?@x&Rg)>o ise

g (E;(S), O_C;(S)) =0 ise null egri denir. Burada '(S), (S)
egrisinin hiz vektoriidiir (Tozak 2010).

spacelike egri ve

Teorem S. aza(S), E14 Lorentz-Minkowski uzaymda bir

spacelike ya da timelike egri olsun. Bu durumda ¢ egrisinin

a(s) noktasmdaki {fﬁ: E, E, kl, k2, ks} Frenet takim

a’
T =T

el

~ ||0¢’||2 a'"-eg(aa")a

H”O"”2 a"—eg(d,a")a' ’

B,=NATAB,,
TANAG"
ALEALL AL
2 'u”T AN A"’

) H”a'”z a'—eg(a, a").a'H
1 =
eI

||T AN A"

e’

27 H”oz’”2 a'"—eg(aa")a

g (a(N)' Bz)

T AN A" o]’

—_ — — ——

dir. Burada [T,N,Bl,Bz] matrisinin  determinantm1 +1

yapmak i¢in 4=-1 ya da gy=1 olarak alnr ve

<a',a'>>0:8:1, <a',a’><0:>g:—l di. E;' de
{fﬁ: E, g, k1' kz, k3} olarak wverilen Frenet takimu

swastyla, & egrisinin Ol(S) noktasmdaki tanjant vektori, asli

normal vektorii, binormal vektori, trinormal vektori, birinci,
ikinci ve tcilincll egrilikleridir (Turgut and Yilmaz 2008, Ali
2010).

Simdi Ef de null olmayan Frenet vektorlerine sahip

spacelike ve timelike a=0!(S) egrilerinin {T,N,E,E}

Frenet catisinin tiirev denklemleri verilecektir (Walrave 1995).
Ik olarak, & egrisi E14 de bir spacelike egri olsun. Bu

durumda @ egrisinin @(S) noktasmdaki asli normal, binormal

ve trinormal vektorleri spacelike ve timelike vektor iken Frenet
tiirev denklemleri asagidaki gibidir.
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Durum 1. ¢ egrisi, E14 de bir spacelike egri ve asli normal

vektorii timelike olsun. Bu durumda o = a(S) egrisinin Frenet
tlirev denklemi

TG o ok 0o 0][TO]

N%):& 0 Kk, o.N@ )
Bis)| |0 ke O ko ||B(s)

Bis)] L0 O &k 0JBs)]

dir.

Durum 2. o egrisi, E14 de bir spacelike egri ve binormal

vektoril timelike olsun. Bu durumda & = 0!(5) egrisinin Frenet
tiirev denklemi

TS| o k 0 0]/TO]

N'(s) _ -k, 0 k, O . ﬁ(s) (3)
Bi(s)| | 0 ko O k||Bs)

B9 LO O kK O0J|Bs)

dir.

Durum 3. ¢ egrisi, E14 de bir spacelike egri ve trinormal
vektorii timelike olsun. Bu durumda & = (S) egrisinin Frenet
tiirev denklemi

TS| o Kk o 0][TO]

N'Gs)| |-k, 0 k, O|N(s

Ve ||k N @
B/(S) 0 -k, 0 ki[|B(s)

B LO 0 k OJ[B(]

dir.

Ikinci olarak, « egrisi El4 de bir timelike egri olsun. Bu

durumda @ = (S) egrisinin asli normal, binormal ve trinormal
vektorleri spacelike vektor olacagindan Frenet tiirev denklemi

TG ok 0o 0]]TO]

W%):& 0k, o_N@ 5)
Bis)| |0 k. 0 k||Bys)

Biw] L0 0 Kk O0J|B(]

dir.

E, de bir hiperyiizey iizerindeki indirgenmis metrik bir
Lorentz metrik (ya da pozitif tanimh Riemannian metrik) ise bu
hiperylizey bir timelike (ya da spacelike) hiperylizey olarak
adlandmhr. Bu durumda hiperyiizeyin normali spacelike (ya da
timelike) vektordiir.
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E14 deki bir W(S, X, ¥) hiperyiizeyinin N(S, X, y) normal
vektorii
oY (s, x,Y) N oV (s, x,Y) . ov(s, X, y)

n(s,x,y) =
0s OX oy
olarak hesaplanir (Thorpe 2012).

(6)

a=oaS) egrisinin W(S,X,Y) hiperyiizeyi iizerinde bir
parametre egrisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart hiperyiizey
X=X Y=Y
Y(S, Xy, Y,) = a(S) olmasidir (O'Neill 2014).

izerindeki keyfi ve parametreleri  i¢in

Ayrica, hiperyiizey lizerindeki bir egri i¢in eger egrinin hiz
vektorii asimptotik dogrultu ise egri asimptotik egri olarak
adlandrihr. a=as) Y(s, X Y)
hiperyiizeyi iizerinde bir asimptotik egri olmasi i¢in

on(s, %o, Yo) _
<T,T(s)>_0

Boylece, egrisinin

(7)

olmasidir. El4 de herhangi bir hiperyiizey iizerinde verilen bir
egrinin izoasimptotik olmasi i¢in bu egrinin hiperyiizey lizerinde
hem parametre hem de asimptotik egri olmasidr (Saffak et al
2013).

3. E{ Lorentz-Minkowski Uzaymda Non-
Null Ortak Izoasimptotik Egriye Sahip
Hiperyiizey Aileleri

Bu boliimde E14 Lorentz-Minkowski uzayinda null olmayan
Frenet vektorlere sahip spacelike ve timelike ortak izoasimptotik
egrili hiperyilizey aileleri olusturulacaktir. E14 de hiperyiizey
ailelerinin ortak izoasimptotik egrilere sahip olmasi i¢in gerekli
teorem ifade edilip ispati yapilacakti. Teoremde verilen kosullar,

sapma fonksiyonlar1 kullanilarak yeniden ifade edilecektir. Ayrica
bu ¢aliymay1 destekleyen 6rneklere yer verilecektir.

El4 de a:a(s) egrisinden gecgen hiperylizey ailesinin
parametrik denklemi
Y(s, X, ¥) =a(s)+u(s,x,y).T(s)+V(s, X, ¥).N(s)
+W(s, X, ¥).B,() +0(s, X, ¥).B, ()

C, <s<C, B<x<P, M <y<M,

(8)

seklinde verilmis olsun. Burada U(S,X,Y), V(S,X,Y),
W(S, X, y), q(S, X, y) € C1 sapma  fonksiyonlarin1  ve
T(s), N(S), B((s), B,(S) de @« egrisinin  «(S)

noktasmdaki Frenet catisii gdstermektedir. Bu ¢aliymada non-
null hiperyiizey aileleri ¢aligilacaktir.

E14 de & null olmayan Frenet vektorlere sahip spacelike

veya timelike bir egri olmak {izere asagidaki teoremi verebiliriz.
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Teorem 9. El4 de =0!(S) null olmayan Frenet vektorlere
sahip spacelike ya da timelike bir egri olsun. Bu durumda,
a =a(5) egrisinin (8) parametrik denklemi ile verilen
LP(S,X, y) hiperyiizeyi lizerinde bir izoasimptotik olmas1 i¢in
gerek ve yeter sart

U(S, Xo, Yo) = V(S Xq, Yo) = W(S, X, Yo) =A(S, X, Yo) =0, (9)
WS, Xy, Yo) AA(S: %, Yo) _ OA(S: X5, Yo) OW(S, %o, ¥o) (10)
ox oy Ox oy
29(s, Xy Yo) V(S X5 ¥,) V(S Xy, o) WS, X, Y)Y
ox » + x » #0 (11)
00(8, %y, Yo) V(S %y, Y,) OW(S, Xy, Yo) V(S, %y, Y,)
oy ox ox oy
olmasidir.

fspat. Herhangi bir hiperyiizey iizerinde verilen bir egrinin
izoasimptotik olmas1 i¢in bu egrinin hiperyiizey lizerinde hem
parametre hem de asimptotik egri olmasi gerckmektedir. ilk
olarak ¢ egrisi (8) parametrik denklemi ile verilen ‘P(S, X, y)
hiperylizey ailesinin iizerinde bir parametre egrisi olsun. Bu

durumda ‘P'(S, X, Y,) = (S) olmasi icin gerek ve yeter sart
3%, €[P.,P,], Yo €[M;,M,] bulunabilir syle ki

(12)

U(S, Xo yo) =V(S, Xo yo) = W(57 Xos yo) = Q(S, Xgs yo) =0,
C,<s<C,

dir. Bu da bize teoremde ki (9) sartlarmi verir. Ayrica, (12)
esitliginden
QU5 V) _ V(5. X o) _ WG 50, 3) _ G055 %) (g

0s 0s 0s 0s
oldugu kolayca goriiliir.

Simdi kabul edelim ki o =(S) egrisi timelike bir egri
olsun. Bu durumda, (5) deki Frenet tiirev formiilleri yardimyla,
Y =Y(S,X,Y) hiperyiizeyinin kismi tiirevleri

0¥ (s, xy) _ (1+ ou(s, x, y)

— 22 Kk V(S, X, T(s
3 s +kV(s, %, y) |T(s)

+(klu(s, X, Y) +W— k,w(s, x,y) |N(s)

ow(s, X, y) K

+(k2v(s, X, y)+ 20(s, X, Y) | By(8)

+(ksw(s,x, y)+M
0S

B, (s), (14)
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oY (s, X,Y) au(sxy) av(sxy) _au(s,x,y) ov(s,x, y) 8q(s,x,y))
= LT (s)+ NGS) pilsny) = RN VRN 15 3, y) S 1)

aq(s, X, y) 6V(S X,¥) (1, OU(s . Y)
" aW(S; X, y) Bl(S) n 8q(sal):(1 y) 82 (S), (15) + o [ s +kV(S X, y))

OX
6u(s X, Y) aq(s X, y)(ku(s X, y)+3"(5 XY) (S, X, y)]
o (s, X, ou(s, X, 1 X
( y): ( y)T() ( y)N() 6 X, y) v(s, X, 0
Y Y dy q(s y) (s y) (1+ u(s. x +kv(s X, y)j
N g (5) MY g ) (19)

olarak hesaplanilir. (1), (6), (14), (15) ve (16) dan, parametrik 6q(s X, y) ou(s, x, y)(ku(s X y)+8v(s X, Y) (s, y)J

au(s X, Y) 8v(s X, y)(ksw(s % y)+aq(s X, y)j

21

olarak (8) ile verilen W(S,X,Y) hiperyiizey ailesinin normal oy
vektori ve
n(s,x,y) = £.(s, X Y)T(S)+ S, (s, X, Y)N(s) u(5.%,y) = av(s; y) aN(sayx y)( au(sésx,y)Jrklv(S’X, y)j
+5(5, %, ¥)B,(8) + B, (s, X, ) B, (S)
+6u(s,x, y) ov(s, X, Y) Kv(s, X )+a/v(s,x,y)_k (5.%.Y)
olarak elde edilir. Burada ox VS XY s Ay
ou(s, x, y) ow(s, X, ov(s, X,
s y) - 220 20t y)(ksw(&xy g 20 y)) . “(Sayx Y) (ZXX y)(klu(s,x,yﬂ%_kzw(s,x, y)j
. E?W(Sa,XX, y) GQ(Savav y) (klu(s, X, y)+ L(S’:’ y)_ k,W(s, X, y)) - 6u(sa,yx, ) 8\/(58';' y) (sz(S, X, Y) +—8W(ZSX' N kyq(s, X, Y)j
6q(s X, ) 6v(s X, V) 6w(s X, Y) _OwW(s, X, y) ov(s, X, y)( ou(s, x, y) J
[k v(s, X, y) + ——2—-k,q(s, X, y)] x Y 1+ ~ +kV(s, X, Y)
av(s X, Y) 6W(s X, y)[ksw(s X, y)+5Q(S X, Y)j _aN(ZyX’ Y) au(sa,;, y)(klu(s,x, y)+—8v(sa,;<, y) —k,w(s, X, Y)]
aq(s X Y) 6W(s X, Y) EN(S X, Y)
oy (klu(s XY+ o W Y)J dir. Burada (12) ve (13) esitliklerini saglayan X, ve Y,
5V(5 X, ¥) 89(s, X, Y)(k v(s, X y)+3W( XY) s %, y)J degerleri alndiginda
Y :
_ OW(S, %, ¥o) OA(S: Xg1 o) OV(S, %, ¥o)
ﬂl(s’ XO’ yO)_
OX oy 0s
5 (s.y) = 2WEXY) 2905, y)( L X y)+k1v(s,x,y)J 4 V(3. %, Yo) OW(S, %o, Yo) 305 %, Yo)
X 2 o ox oy &
ou(s, x,y) ow(s,x, oq(s, x,
P PUEXN MEXN g, .y S 1) 6.5, Yo) V(6. %, Yo) WS, %y, )
OX oy 0s
aU(S X, Y) 5Q(S X, Y) 8\/\/(5 X,Y)
[" VYo kAl y)] VS, %o, Yo) DW(S, Xy, V) 39S, Xy, o)
au(s X, ) aw(s X, y)(k WS x y)+aq(s X, y)j oy OX 0s
? —0g(8, %o, Yo) OW(S, %o, Yo) V(S %,: Ys)
aq(s X, ) 8w(s X, Y) (l+6u(s FkV(s %, y)J OX oy 0s
_ V(S %9, Yo) OU(S, %o, Yo) OW(S, %o, Yo) _
6“(2)( Y) aq(s XY) [y (S, X, Y) + 2 (s XY) g 4q(s, X, y)j, OX oy os |
X
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. aU(S, Xy, Yo) OW(S, Xq, ¥y) 0G(S, X5, Vo)
OX 6y 0s

. OW(S, Xy, Yo) 04(S, Xy, Vo) (1+ ou(s, Xy, yo)j
OX oS

4 QU %0, Yo) G0, %o, Yo) OW(S, Xy, Yo)
oy OX 0s
~ 0U(S, Xy, o) OW(S, Xg, Yo) OU(S, X1 Yo)
oy OX 0s
005, %, Yo) OW(S: X5, Yo) [1+ Qu(s, %, yo)j
OX oy 0s
~OU(S, %o, Yo) 94(S, Xg, Yo) OW(S, X5, ¥o)
OX oy s
_ OW(S, X5, ¥o) 9G(S, %, ¥o) _ G(S, Xy, Yo) OW(S, Xg, o)
ox oy ox o

B (8, %, Yo

OU(S, Xg, Yo) OV(S, X4 ¥o) AG(Ss X5, Vo)
oy OoX 0s

. aq(s, X;, Vo) OV(S, X,, Vo) (1+ au(s, X,, yo)j
ox ay as

N ou(S, Xy Yo) 04(S, Xg: o) OV(S, Xy, ¥y)
OX oy 0s

—89(s, %, Yo) OV(S: %o, Yo) [1+ au(s, X,, yo)j
ay ox as

_ aU(S, XO’ yo) av(su X()l y()) aq(s’ XO’ yO)
OX oy 0s

_09(S %, o) AU(S, Xy Yo) OV(S, %, ¥o)
OX oy 0s

_ 99(8, %o, Yo) OV(S, X, ¥o) _ OA(S: X, ¥o) V(S %o, Yo)

ﬂs(sa Xos yo) =

OX oy oy OX
veE

0U(S, Xy, Vo) OV(S, %o, Yo) OW(S, %o, Yo)
ACRAE x EY s

4 V(5. X, Yo) OW(S, X5, o) (1+ au(s, X, yo)j
19)4 oS
+ au(s’ XO’ yO) aW(s’ XO’ yO) aV(S’ XO’ yO)
oy OX 0s
_ 8U(S, Xo’ yo) GV(S, Xo’ yo) 8W(S, Xo’ yo)
oy OX 0s
_ OW(S, X, Yo) BV(S, %, ¥o) (1+ ou(s, X, yo)j
OX 0s
(S, X, Yo) BUS, %o Y) V(S, X5 Vo)
oy OX 0s
— aV(Sl XO’ yO) aW(S' XO’ yO) _ a\N(S, XO’ yO) aV(S’ XO’ yO)
OX oy OX oy
elde edilir.
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Bu durumda hiperyiizey ailesinin X, Y, noktasmdaki

normal vektori

OW(S, Xy, ¥o) A4(S, X1 ¥o)
OX oy
—0q(s, Xg, Yo) OW(S, Xy, ¥p)
OX oy
aq(s, Xy, o) OV(S, %o, Yo)
OX oy
" a5 00 Vst yg) S )
oy OX
OV(S, %o, Yo) OW(S, Xy, o)
o & SNLETD
 OW(S, Xg, Yo) OV(S, %o, ¥o)

OX oy

oldugu goriilii. & egrisinin spacelike egri olmasi durumunda,

N(s)

n(s,xo, yo) =

yukaridaki islemlere benzer hesaplamalar yapildiktan sonra (12)
ve (13) esitliklerini saglayan X, ve Y, degerleri yerine
yazilirsa (8) ile verilen hiperyiizey ailesinin normal vektoriiniin
de (17) ye benzer oldugu goriiliir.

Ayrica, (7) ve (17) den a=a(S) egrisinin ‘P(S,X, y)

hiperyiizeyi iizerinde bir asimptotik egri olmas1 i¢in gerek ve yeter
sart

ﬂ1(sl Xo» YO) :,82(57 Xo» yo) =0,
(Bu(5: %1 %)) +(Ba(5:%: o)) #0,

C,<s<C,, P<x, <P, M, <y, <M,

olmasidir. Bu da bize teoremin (10) ve (11) sartlarmi verir.

3.1. Sapma Fonksiyonlan

Bu alt boliimde, hesaplamalarda kolaylik saglamasive dizayn
problemlerinin daha iyi analiz edilebilmesi i¢in hiperyiizey
denklemindeki U(S, X, ¥),V(S, X, ¥), W(S, X, Y) ve W(S, X, y)
sapma fonksiyonlar {i¢ 6zel durumda incelenecektir.

3.1.1. I.Cesit Sapma Fonksiyonlar:
Bu alt kisimda, h(S),k(s),r(s),b(s),U(x,y),V(x,y)
W (X,Y), Q(X,y) €C" ve h(s) #k(s) = r(s) zb(s) #0,
Vs e [Cl, Cz] olmak iizere sapma fonksiyonlart
u(s,x,y) =h(s)u (x,y),
V(s X, y) =Kk(s)V(x,y),
w(s, X, y) =r(s)W(x, ),
q(s, x, ¥) =b(s)Q(x, y),

104



European Journal of Science and Technology

C,<s<C, B<x<P, M,<y<M,

olsun. Teorem (9) dan E14 Lorentz-Minkowski uzaymda null

olmayan Frenet vektorlerine sahip spacelike veya timelike a(S)
egrinin, LI"(S, X, y) hiperyiizeyi ilizerinde izoasimptotik olmas1
icin gerek ve yeter sart

U (%, Yo) =V (X5 o) =W (X5, Yo) = Q(X5, ¥,) =0,

W (%o, ¥o) 9Q(%g, ¥o) _ 0Q(%5: Yo) OW (X5, o)
ox oy OX oy

2

b(S) aQ(;(; yO) k(S) av (:;;’ yO)

—b(S) aQ(;;! yO) k(S) 8V (XO’ yO)

19)4
, #0,
NV (X, Yo) .,y OW (X5, Vo)
k(s) ™ r(s) Y
OW (X, Yo) 1,y OV (%o, Vo)
—r(s) x k(s) Py

e[Pl,Pz], Yo E[Ml,Mz], C,<s<C,

olmahdir.
3.1.2. I1. Cesit Sapma Fonksiyonlart
Bu alt kisimda,  h(S,X), K(S,X), r(s,X), b(s, x),
U(y), V(Y),W(Y),Q(y)eC" ve Vse[C,,C,] olmk
lizere sapma fonksiyonlar
u(s, x,y) =h(s,x)u(y),
V(s X, y) =k(s, x)V (y),
w(s, X, y) =r(s, X)W (y),
q(s, x, y) =b(s, x)Q(y),

C,<s<C,, B<x<P, M;<y<M,

olsun. Teorem (9) dan E14 Lorentz-Minkowski uzaymda null
olmayan Frenet vektorlerine sahip spacelike veya timelike
a=os) (s, xYy)
izoasimptotik olmasi1 i¢in gerek ve yeter sart
h(s, %)U (¥o) =k(s, %)V (¥,) =0,
F(S, %)W (¥o) =b(S, %,)Q(Yo) =0,

2Q(Y,) _
oy

egrinin, hiperylizeyi  iizerinde

or(s, x,)
OX

—=W(y,)b(s, X,)

Gb(s X,)

W (Y,)
Q(Yo)r(s, X,) P
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—b(S, Xo) 8Qa(yyo) ak(as)l(xo)v (yo)

#0,
2

KXy (4 (s, x,) o)
OX

_Or(s, %)
19)4

OW (Y,)
oy

8V(yo)

W (Yo)k(s. %)

e[Pl,PZ], Yo e[Ml,l\/Iz], C,<s<(C,

olmalidir.

3.1.3. II1. Cesit Sapma Fonksiyonlar:

kismda,  N(s, y), k(s,y), r(s,y), b(s, ),
U(x), V(X),W(x),Q(x) eC* ve Vse|[C,,C,] olmak
iizere sapma fonksiyonlarn

u(s, x,y) =h(s, y)u (),

v(s, X, y) =k(s, )V (x),

W(s, X, y) =r(s, y)W(x),

q(s, x, y) =b(s, y)Q(x),

C,<s<C,, B<x<P, M;<y<M,

Bu alt

olsun. Teorem (9) dan E14 Lorentz-Minkowski uzaymda null

olmayan Frenet vektorlerine sahip spacelike veya timelike 0{(8)
egrinin, W(S, X, Y) hiperyiizeyi iizerinde izoasimptotik olmas1

icin gerek ve yeter sart

h(s, Yo )U (%) =K(S, Y,V (%) =0,
r (S, Yo )W (%) =D(s, ¥,)Q(X,) =0,

oW (x,) ab(s, Y,)

r(s: o) Q(x,) =

0Q(x,) or(s, ¥,)

b(s,y,) W(X,),

( ’ 0) aQ(X ) ak(s yO)

_ obGs, yO)
oy

k(s Y,)

V(%)
REI) )ks, yo) Toe)
#0,
8V(x ) or(s, Y,)
oy
GW(XO) K(s, ¥,)
X oy

W(x)

_r(S! yo) V(XO)

e[P.R], ¥, €[M;,M,], C, <s<C,
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olmalidir.
3.2. Ornekler

Bu alt béliimde, 6nceki boliimde elde edilen teorik sonuglari
destekleyen non-null Frenet vektorlerine sahip spacelike ya da
timelike izoasimptotik egrili hiperylizey aileleri i¢in Ormekler
verilecektir. Ayrica bu drnekleri 3-boyutlu uzaya iz diisiiriilerek
grafikleri ¢izilecektir.

Ornek 3.2.1. Binormali timelike olan spacelike

a(s) = [\/_S 2s 2 coss, 2 \/_smsJ

0 < s < 27, egrisi verilsin. (3) den, bu egrinin Frenet

(18)

vektorleri

T(s) = (ﬂ V2 ,—J/2sinss, \/_cossJ
N(s) =(0,0,—coss,-sins),

B,(s) = (Q % —sins, cossJ

SR

olarak hesaplanrr.
X =2 Yo
u(s, x,y) =s*(x-2)+vy?,
v(s, X, y) = (s +x%)y,

w(s, x, y) = (X —4)(y* +s),
q(s, X, y) = sxy*

B,(s) =

=0, s#0 igin, sapma fonksiyonlar:

olarak segilirse teorem (9) da verilen sartlar saglanir ve boylece

E14 de a:a(s) egrisini izoasimptotik egri kabul eden
hiperyiizey ailesi

e-ISSN: 2148-2683

Jils i1

T+T(sz(x—2)+ yz)

+g(x2—4)(y2+s)—gsxyz,
J;S \é_( s?(x— 2)+y)

Vi1

+§(x2—4)(y2+s)—Tsxy2,
coss(\/f—y(sz+x2))
V2(s?(x-2)+y?)
+(x2—4)(y2+s) ’
sins(\/ﬁ y(sz+x))
\/E(sz(x—z)+y2)
+(x*-4)(y* +s)

Y(s,x,y)=

—-sins

+COSS

19)
olarak elde edilir.
Simdi (18) egrisinin ve (19) hiperyiizeyinin 3-boyutlu

uzaylara iz disliriilerek olusan egriler mavi, ylizeyler ise sar
renkle agagida gosterilecektir.

Sekil 1. (18) egrisinin ve (19) hiperyiizeyinin x-eksenine iz

diigtimii
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u(s, x, y) =s*(x-2) + y?,
v(s, X, y) = (s* +x%)y,

w(s, x, y) = (X =4)(y* +s),
q(s, x, y) = sxy’

olarak secilirse teorem ( 9) da verilen sartlar saglanir ve boylece

4 _ e . . - .
Sekil 2. (18) egrisinin ve (19) hiperyiizeyinin y-eksenine iz El de a—a(s) cgrisini izoasimptotik egri kabul eden

diigtimii hiperyiizey ailesi

; V6 o B
h 2 _

sin s(\/_+ 3 y(s*+x*) 3

V2(s?(x-2)+y?)

+coshs ,
)+
Sekil 3. (18) egrisinin ve (19) hiperyiizeyinin z-eksenine iz COShS(\/E+£y(SZ +X2)_£3Xy2j
diigiimii 3
V2(s?(x-2)+Yy?)
+sinhs :
—(x2 —4)(y2 +s)
\P(S’ X’ y) = 1
sin s(l—? y(sz+x2)—§sxy2]
(s*(x-2)+ yz)
Sekil 4. (18) egrisinin ve (19) hiperyiizeyinin t-cksenine iz +COSS ,

diisiimii _\/E(Xz B 4)(y2 + S)

coss(l—g y(s® +x2)—?sxy2J
a(s):(\/isinh s,~/2 cosh s, sin s,coss), (20) J2(x2 - 4)(y? +5)

+sins
—(SZ (x=2)+ y2)
0< s <27, egrisi verilsin. (5) den, bu egrinin Frenet
o (21)
vektorleri

Ornek 3.2.2. Timelike

olarak elde edilir.

T(s)= (\/Ecosh S, \/Esinh S,C0S S, —Sin s),

\/g \/E \/5 \/g Simdi (20) egrisinin ve (21) hiperylizeyinin 3-boyutlu
N(s) = ?Smh S,?COSh S:_?Sm S,———COSS |, uzaylara iz diisiiriilerek olusan egriler mavi, yiizeyler ise sar
renkle agagida gosterilecektir.

B,(s) = (—cosh s,—sinhs, —\/Ecos S, \/Esin s),

BZ(S)=(_\/§ 3 ¥ V6 ]

——sinhs,——cosh s,———sin's,———C0S S
3 3 3

olarak hesaplanir.

Xy = 2, Yo = 0, s#0 icin, sapma fonksiyonlart
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Sekil5. (20) egrisinin ve (21) hiperyiizeyinin x

eksenine iz diislimii

Sekil 6. (20) egrisinin ve (21) hiperyiizeyinin y-eksenine iz

diistimii

> -aoo00

Sekil 7. (20) egrisinin ve (21) hiperyiizeyinin z-eksenine iz

diistimii

Sekil 8. (20) egrisinin ve (21) hiperylizeyinin t-eksenine iz

diistimii

4. Sonu¢

Bu c¢ahismada, E14 Lorentz-Minkowski uzaymda null

olmayan Frenet vektorlere sahip spacelike ve timelike egrilerden
gecen hiperylizeylerin parametrik denklemi, bu egrilerinin Frenet
catilart yardmmyla ifade edilerek spacelike ve timelike egrilerin
hiperylizey iizerinde ortak izoasimptotik olmasi i¢in gerekli ve
yeterli kosullar verilerek hiperyiizey aileleri olusturulmustur.
Sapma fonksiyonlart yardimyla da elde edilen bu kosullar
sadelestirilmisti. Bu ¢alisma ve kaynaklarda verdigimiz bu konu

ile ilgili yapilan bazi calismalar gz dniine alinarak E14 Lorentz-

Minkowski uzaymda pseudo null egrilerden gecen hiperyiizeyler
elde edilerek uygulamada kullanilacak baz sonugclar verilebilir.
Ayrica bu metodlar diger bazi farkli uzaylara da genellestirilebilir.
Bu nedenle, ¢calismamiz bu konu ilizerine arastirma yapanlara
referans olacaktir.

Kaynakc¢a
e-ISSN: 2148-2683

Abdel-Baky, R. A., (2016). A surface family with a common
asymptotic curve in the Euclidean 3-space. Asian Journal of
Mathematics an Applications, 201(6) 12.

Ali, A. T, (2010). Time-like Smarandache curves derived from
a Space-like Helix. Journal of Dynamical Systems and
Geometric Theories, 8(1), 93-100.

Altm, M., Kazan, A. & Karadag, H.B,, (2021). Hypersurface
families with Smarandache curves in Galilean 4-space.
Communications Faculty Of Science University of Ankara
Series A 1Mathematics and Statistics, 70(2), 744-761.

Altm, M. & Kiigiikarslan Yiizbasi, Z., (2020). Surfaces using
Smarandache asymptotic curves in Galilean Space.
International Journal of Mathematical Combinatorics, (3), 1-
15.

Altin, M., & Unal, 1., (2020). Surface family with common line of
curvature in 3-dimensional Galilean space. The journal Facta
Universitatis:  Series  Mathematics and Informatics,
(35), 535(5), 1315-1325.

Atalay, G. S. & Kasap, E., (2016). Surfaces family with common
Smarandache geodesic curve according to Bishop frame in
Euclidean space. Mathematical Sciences and Applications E-
Notes, 4(1), 164-174.

Ayvacy, K. H. & Atalay, G. $., (2020). Ortak Bertrand-B
isogeodezik egriye sahip yiizey aileleri. Journal of the
Institute of Science and Technology, 10(3), 1975-1983.

Bayram, E., Giler, F. & Kasap, E, (2012). Parametric
representation of a surface pencil with a common asymptotic
curve. Computer-Aided Design, 44(7), 637-643.

Bayram, E. & Kasap, E., (2014a). Hypersurface family with a
common isogeodesic. Scientific Studies and Research, 24(2),
5-24.

Bayram, E. & Kasap, E., (2014b). Hypersurface family with a
common isoasymptotic curve. Geometry, 2014, 1-6.

Bejancu, A. & Duggal, K. L., (1995). Lightlike submanifolds of
semi-Riemannian manifolds. Acta Applicandae
Mathematica, 38(2), 197-215.

Contopoulos, G., (1990). Asymptotic curves and escapes in
Hamiltonian systems. Astronomy and Astrophysics, 231, 41 -
55.

Turan, C., Altm, M. & Karadag, H. B., (2022). Hypersurface
families with common non-null geodesic in Minkowski 4-
space. Advanced Studies: Euro-Tbilisi Mathematical Journal,
15(1), 167-180.

Ergiin, E. & Bayram, E., (2019). 3-Boyutlu Minkowski Uzaymda
Timelike Binormalli  Spacelike Egrinin Tabii Liftini
Asimptotik Kabul Eden Yiizey Ailesi. Journal of the Institute
of Science and Technology, 9(2), 1082-1089.

Ergiin, E., Bilici, M. & Caliskan, M., (2015). The Natural Lift
Curve of the Spherical Indicatrix of a Spacelike Curve in
Minkowski 4-Space. Journal of Science and Arts, 15(1), 39.

Farin, G, (1988). Curves and surfaces for computer aided
geometric design: A practical guide. San Diego, CA,
Academic Press, Inc., 348.

Garcia, R., Gutierrez, C. & Sotomayor, J., (1999). Structural
stability of asymptotic lines on surfaces immersed in R3.
Bulletin des sciences mathematiques, 123(8), 599-622.

Garcia, R. A. & Tello, J. M. S., (1997). Structurall stability of
parabolic points and periodic asymptotic lines. Brasil, 39, 84-
102.

Hartman, P. & Wintner, A., (1951). On the asymptotic curves ofa
surface. American Journal of Mathematics, 73(1), 149-172.

108



European Journal of Science and Technology

Kasap, E., Akyildiz, F. T. & Orbay, K., (2008). A generalization
of surfaces family with common spatial geodesic. Applied
Mathematics and Computation, 201(1-2), 781-789.

Kasap, E. & Akyildiz, F. T., (2006). Surfaces with common
geodesic in Minkowski 3-space. Applied mathematics and
computation, 177(1), 260- 270.

Kitagawa, Y., (1988). Periodicity of the asymptotic curves on flat
tori in S3. Journal of the Mathematical Society of Japan,
40(3), 457-476.

Kocayigit, H. & Cicek, Z., (2015). Some characterizations of
constant breadth spacelike curves in Minkowski 4-space E14.
New Trends in Mathematical Sciences, 3(2), 1-12.

Latifi, S., (2015). Numerical solution of geodesic differential
equations on a surface in R3. In 8th Seminar on Geometry
and Topology, 20, 450.

O’Neill, B. (2014). The geometry of Kerr black holes. Courier
Corporation, 400.

Saffak, G. and Kasap, E, (2009). Family of surface with a
common null geodesic. Fizik Bilimleri Dergisi, 4(8), 428-
433.

Saffak, G.,, Bayram, E. & Kasap, E.,, (2013). Surfaces with a
common asymptotic curve in Minkowski 3-space. arXiv
preprint arXiv:1305.0382.

Senyurt, S., Ayvaciy, K. H. & Canli, D., (2020). Ortak Mannheim-
D isogeodezik egriye sahip yiizeyler. Ordu Universitesi Bilim
ve Teknoloji Dergisi, 10(2), 105-116.

Thorpe, J. A., (1994). Elementary topics in differential geometry.
Springer Science and Business Media, 256.

Tozak, H., (2010). Minkowski 4-uzaymda egriler ve hareketlerin
geometrisi. Yiikseklisans Tezi, Pamukkale Universitesi Fen
Bilimleri Enstitiisii, Denizli, 113.

Turgut, M. & Yilmaz, S., (2008). On the Frenet frame and a
characterization of space-like involute-evolute curve couple
in Minkowski space-time. In Int. Math. Forum, 3(16), 793-
801.

Turgut, M. & Yilmaz, S., (2009). Some characterizations of type-
3 slant helices in Minkowski space-time. Involve, a Journal
of Mathematics, 2(1), 115-120.

Yoon, D. W. & Yiizbasi, Z. K., (2018). An approach for
Hypersurface family with common geodesic curve in the 4D
Galilean space G 4. The Pure and Applied Mathematics,
25(4), 229-241.

Yiizbasi, Z. K. & Bektas, M., (2016). On the construction of a
surface family with common geodesicin Galilean space G3.
Open Physics, 14(1), 360-363.

Yiizbasi, Z. K., (2016). On a family of surfaces with common
asymptotic curve in the Galilean space G3. J. Nonlinear Sci,
(9), 518-523.

Walrave, J. (1995). Curves and surfaces in Minkowski space.

Wang, G. J., Tang, K. & Tai, C. L., (2004). Parametric
representation of a surface pencil with a common spatial
geodesic. Computer-Aided Design, 36(5), 447-459.

e-ISSN: 2148-2683

109



