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Oz
Lucas say1 dizisi, ilk iki terimi L, = 1 ve L, = 3 olmak lizere L,, = L,,_; + L,,_, indirgeme bagmtisi ile elde edilir. Bu ¢caligmada Lucas
say1 dizisi, bilgi entropisi yoniinden incelendi. Sistemlerin entropi degerleri hesaplanirken say1 tiggenlerinden yararlanmak olagan bir

uygulamadir. Fibonacci sayilar1 Pascal liggeninden ve Lucas sayilari Lucas liggeninden elde edilebileceginden, bu tiggenlerin entropisi
hesaplandi. Elde edilen sonuglar Leibniz’in harmonik iiggeniyle kiyaslandi.

Anahtar Kelimeler: Entropi, Lucas Say1 Dizisi, Pascal Uggeni, Lucas Uggeni, Leibniz Uggeni.

Investigation of Lucas Number Sequence in Term of Information
Entropy

Abstract

Lucas number sequence is obtained by the recurrence relation L,, = L,,_; + L, _,with initial terms L, = 1 and L, = 3. In this paper, the
Lucas number sequence was investigated in term of information entropy. The using of number triangles is an always application when
the entropy measures of systems are calculated. Since the Fibonacci number sequence can be obtained from Pascal triangle and the
Lucas number sequence can be obtained from Lucas triangle, the entropy measures of these triangles were calculated. The obtained
results were compared with the harmonic triangle of Leibniz.
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1. Giris

Matematik, desenlerin bilimidir ve matematik¢iler bu
desenleri anlamaya ve g¢esitli yontemlerle yenilerini
kesfetmeye calisirlar. Uggen sayi dizisi, sayilarin bir seri veya
dizi halinde diizenlenmis eskenar iiggen seklinde temsilidir.
Ucgen seklindeki sayilar iginde gesitli desenler barindirir. Bu
desenler bilimde fazlastyla kullanilir [1]. Bu yiizden tiggenleri
incelemek, oOzelliklerini ortaya ¢ikarmak her zaman ilgi
cekmistir. Uzerinde c¢aligmalarin devam ettigi konulardan
biridir. Say1 teorisinde, binom katsayilarimin 6zyinelemeli
dizilerinin ve ilgili karakteristiklerinin incelenmesi yiliksek
merak diizeyine sahiptir

Bir sistemdeki belirsizligi veya tersi anlamda bilgi miktarini
ifade eden Olgiimlerden birisi entropidir. Belirsizlik dl¢timii
i¢in entropi dnemli rollere sahiptir. Uggen say1 dizileri bir
sistem olarak diisiiniildiigiinde bu yapilari entropi ile anlamaya
caligmak ilgimizi c¢ekebilir. Pascal tiggeni ile belirsizlik
Olciimii arasindaki baglantinin nasil kurulacagi ilging bir
konudur. En ¢ok kullanilan entropilerden biri olan Tsallis
entropisi, Pascal tiggeni ile modellenmistir [2]. Ancak diger
entropi fonksiyonlarinin Pascal ii¢geni ile iligkisi hala ac¢ik bir
konudur [3]. Farkl tiggenlerde entropi degerlerinin 6l¢tilmesi
ve karsilagtirilmasi bize yeni bakis agilar1 saglayacaktir. Bu
calismada tliggenlerin entropi degerlerini dlgerek ne yonde
bilgi barindirdigin1 ve {iggen biiyiidiikge belirsizligin nasil
degistigini gérmeye galistik.

Ucgenleri farkli agilardan inceleyen, matematiksel olarak
ispatlar ortaya koyan birgok ¢alisma yapilmistir. Bunlardan en
cok inceleneni ve bilineni Pascal {iggenidir. Matematikte
Pascal iiggeni, olasilik teorisinde ortaya c¢ikan binom
katsayilarinin  liggen bir dizisidir [4]. Pascal iicgeni,
olusturulmasi basit ve matematiksel desenler agisindan
zengindir.

Bu ii¢cgen ¢ok daha 6nceleri bilinmesine ragmen Fransiz
matematikgi, filozof ve teolog Blaise Pascal, {iggen hakkinda
kapsamli bir calisma yapan ilk kisi olmustur. Uggende,
kombinasyonlar ve permiitasyonlar teorisinde 6nemli bir rol
oynayan binom katsayilar1 geometrik bir sekilde
diizenlenmistir. Pascal, bu katsayilar ve olasilik teorisi
arasindaki 6nemli baglantiy1 kesfetti.

Lucas tiggeni, Pascal {iggenine benzer bir desen olusturan
bir polinomun katsayilar1 dizisidir. Lucas sayisi, Fibonacci
sayilarityla ayni tekrarlama iligkisine sahip oldugundan, 1967'
de Mark Feinberg bir polinomun agiliminin katsayilarim
inceledi. Katsayilar, Lucas Uggeni olarak bilinen Pascal iiggen
modeli gibi iiggen bir diizende diizenlendi [5]. Neville
Robbins, Pascal tiggenine benzer 6zelliklere sahip sonsuz bir
iicgen dizi olan Lucas iiggeninin birgcok 6zelligini arastirdi [6].

Calculus'un kasiflerinden biri olan biiyiik Alman bilim
adami Gotfried Wilhelm Leibniz, belirli yineleme bagintisi
kosulunu saglayan birim kesirleri iceren bir say1 tiggeni tanitti.
Leibniz tarafindan 1673'te agiklanan Leibniz {iggeni, bilim
insanlar1 tarafindan kesfedilen birgok ilging &zellik igerir.
Leibniz tiggeninin dis kdsegeni Harmonik sayilar tarafindan
isgal edildiginden, Leibniz tiggenini Harmonik {iggen olarak
da adlandirabiliriz. Leibniz, harmonik seriler {izerine yaptigi
calismadan harmonik ii¢cgeni tanimlar, 6zelliklerini analiz eder
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ve onu, 'tiim farklarin toplamlar’' olarak adlandirdigi bir
prosediirle sonsuz serilerin toplamlarini gergeklestirmek igin
kullanir [7].

Literatiire baktigimizda {iggenler ve entropi iliskisi ile ilgili
cesitli caligmalar yapilmigtir. Gii¢ kiimesininin anlamini
aciklamak icin kombinatoryal sayi, Pascal iicgeni ve bilgi
Olgiileri gosterilmistir. Ayrica Pascal ti¢geni ile giic kiimesi
arasindaki iligki bilgi Ol¢iisii agisindan Deng entropisi
tarafindan nicel olarak verilmistir [4].

Beta Integral formiilasyonu, Leibniz iicgeni ile ilgili birkag

onemli Ozelligi belirlemeyi sagladi. Sonsuz Hokey Sopasi
teoremi ve Sonsuz Uggen Toplami teoremi, Leibniz iiggeninin
giriglerinin Beta Integral formiilasyonu kullanilarak yeniden
formiile edilmesi ile yeniden ispatlandi [7].

Kanit teorisinde temel olasilik atamasinin belirsizligini
6lgmek icin cesitli entropiler mevcuttur. Bunlardan biri olan
Deng entropisi ile sodzde-Pascal liggeni arasindaki iliski
Dempster-Shafer kanit teorisine gore incelendi [3].

Yapilan ¢aligmada sistemin durumuna iligkin bilgisizligin
miktarmi 6l¢gmeyi amaglayan bir kavram olan fiziksel entropi
yeniden incelendi. Ayrik durumlarin olasilik yapisinin, ilging
bir sekilde, hem Pascal hem de Leibniz iiggenleriyle yakindan
iligkili oldugu gosterildi [2].

Fibonacci sayilarinin, alt dizileri olan ¢ift ve tek indisli
Fibonacci sayilarinin entropileri hesaplandi [8]. Lucas sayilari
da Fibonacci sayilart gbi indirgeme bagmtisiyla elde
edilmektedir.

Bu calismada Lucas sayi dizisi bilgi entropisi yoniinden ele
alindi. Sistemlerin entropi degerleri hesaplanirken sayi
tiggenlerinden yararlanmak olagan bir uygulamadir. Fibonacci
sayilar1 Pascal Ttiggeninden, Lucas sayilart ise Lucas
iicgeninden elde edilebileceginden, bu ii¢genlerin entropisi
hesaplandi. Ayrica, elde edilen sonuglar Leibniz’in harmonik
iicgeniyle kiyaslandi.

2. Materyal ve Metot

Bu béliimde Shannon’in bilgi entropisi, Lucas say1 dizisi ve
bazi alt dizileri hakkinda bilgiler sunulacaktir.

Lucas say1 dizisi, ilk iki terimi L, = 1 ve L, = 3 olmak
tizere L, = L,_4 + L,_, indirgeme bagintis1 ile elde edilir.
Buradan hareketle Lucas say1 dizisinin bazi terimleri su
sekilde verilebilir; L; =1, L, =3,L; =4, L, =7,L; = 11,
Le=18,L, =29,Lg = 47.

Tanim 2.1. Bir sistemin olasilik dagilimi py, p,, ..., P, i¢in 0 <
pi < 1ve Y-, p; = 1, olmak iizere Shannon’in bilgi entropisi

agagidaki gibi hesaplanir [8]

n
I = —Zpi log, p;.
i=1
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Yazimi kolaylastirma adina bundan sonra log, p; yerine log p;
yazimi kullanilacaktir.

Teorem 2.2. Lucas sayilariin toplami, ¢ift indisli Lucas
sayilarinin toplamu, tek indisli Lucas sayilarinin toplami ve
Lucas sayilarmin karelerinin

toplam1 asagida verilen

esitliklerle hesaplanir.

i)ZL[=L1+L2+“'+Ln=Ln+2_3

i=1

ll) ZLZL = LZ +L4_ +"'+L2n = L21‘L+1 -1

i=1

”,I,)Z in_1 = L1 + L3 + -+ LZTL—l = LG -2

i=1

iv) ZL% =12+ 13+ +12=LyLp —2

i=1

Lucas sayilarinin, ¢ift indisli Lucas sayilarinin, tek indisli
Lucas sayilarinin ve Lucas sayilariin karelerinin entropi
degerleri Tanim 2.1 ve Teorem 2.2 yardimiyla Tanim 2.3 de
ifade edilecektir.

Tammm 2.3. i) Lucas say1 dizisinin bilgi entropisi asagidaki
esitlik ile hesaplanir

Zz

Z og
— og
= Ln+2 -3 Ly, —3

i) Cift indisli Lucas sayilarinin bilgi entropisi agsagidaki esitlik

logZ

ile hesaplanir

Z 2 oo Ly;
Z LZl Z?:1 LZi

_Z Ly; log Ly;
= L2n+1 -1 L2n+1 -1

iii) Tek indisli Lucas sayilarmin bilgi entropisi asagidaki

esitlik ile hesaplanir

Z Lai—q
Z LZl 1 i=1 LZi—l
n
— LZL 1 10 LZi—l
Ln—2 81, —2

=
iv) Lucas sayilarinin karelerinin bilgi entropisi asagidaki
esitlik ile hesaplanir
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; Z L? l L?
=- 0
S N VT

n 12
S o
Ln n+1 LnLn+1 -2

sayillarn L, =L, _{+L,_, indirgeme bagintist
yardimryla hesaplanir. indirgeme bagintisina gerek kalmadan
hesaplanabilen sonsuz bir say1 dizisi ile karsilastirma
yapilabilmesi i¢in pozitif tamsayilardan yararlanacagiz. Bunun
icin Oncelikle, ardigik tamsayilarin, ardisik cift, tek
tamsayilarin ve ardisik sayilarin karelerinin toplamint veren

Lucas

formiilleri hatirlatalim.

Teorem 2.4.

l)Zl—1+2+ n(n2+1)

ii)22i=2+4+...+2n=n(n+1)

i=1
iii)Z(Zi—l) =143+ +2n—1=n?
i=1

nn+1)(2n+1)
6

n
iv)Zi2=12+22+---+n2=

i=1

Tamm 2.5.
asagidaki formiil ile hesaplanir

i) Ardisik pozitif tamsayilarin bilgi entropisi

ZZL
i
= _Z nn+1) lo 0g n(n+1)

i=1 2 2
ii) Ardisik pozitif ¢ift tamsayilarin bilgi entropisi asagidaki
formiil ile hesaplanir

z”: 20 2
_ 1o
L3 20 OFL, 2i
n

_ Z 2i | 2i
. - nn+1) Ogn(n +1)
i=

iit) Ardisik pozitif tek tamsayilarin bilgi entropisi asagidaki

formiil ile hesaplanir

2i—1

o, 21
no2i—1 8% 2i—1

IZ=_
i=

i=1

2i—1 2i—1
=—Z 2 log R

i=1
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iv) Ardisik pozitif tamsayilarin karelerinin bilgi entropisi
asagidaki formiil ile hesaplanir

-5

i? i
= _Z D et D 08 nr D@D
i=1 6 6

2

~log s

Bilgi entropisi taniminda pj ler yerine x alinarak asagidaki f
fonksiyonu elde edilir. Bu fonksiyonun maksimum noktasi
aragtirmak i¢in tiirevi alinip 0’ a esitlenerek

f(x) = —xlog, x

! =—l o
f'(x) 082X — 71—

1
f'(x) =—log2x—l—2 0

1
=>x=;z0,368

bulunur. ikinci tiirev yardimiyla da bulunan noktanin bir
maksimum noktast oldugu anlagilir. f fonksiyonunun grafigi
Sekil 1’de gosterilmistir.

1
f'e) =-—

xln2

1 e
M) = —— ~ — 22
=f (e) In2 3922<0

Entropi fonksiyonu

05

04

f(x)=-x*log2(x)

=
[N

01

00

00 0z 04 056 08 10

Sekil 1. Entropi fonksiyonunun grafigi
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3. Arastirma Sonuclar1 ve Tartisma

Lucas sayilarimin entropisi, ¢ift indisli, tek indisli Lucas
sayilarinin entropileri ve Lucas sayilarinin Kkarelerinin
entropileri Tablo 1 de ve Sekil 2 de gosterilmistir. Lucas
sayilarinin entropisi 2,51179’a, alt diziler olan ¢ift ve tek
indisli Lucas sayilarinin  entropisi ise  1,55237’¢
yakinsamaktadir. Lucas sayilarinin kareleri ise alt dizilere
benzer sekilde 1,55237’¢e yakinsamaktadir.

Lucas sayilart L, = L,_; + L,_, indirgeme bagmtisiyla
elde edilmektedir. Bunun anlami bir Lucas sayisinin
kendinden onceki iki sayinin toplamiyla elde edilmesidir.
Buradan elde edilen sonuglar1 karsilastirabilmek igin bir de
indirgeme bagintisina ihtiyag duyulmayan bir sayr dizisi
kullanilacaktir. Bunun i¢in ardigik pozitif tamsayilar, ardisik
pozitif ¢ift sayilar ve tek sayilar ile ardisik pozitif tamsayilarin
kareleri kullanmilmistir.  Sekil 3’de pozitif tamsayr grubu
entropi degerleri gosterilmistir. Grafikler incelendiginde, artis
hiz1 azalmakla birlikte entropi degerlerinin Lucas sayilarinda
oldugu gibi belli bir degere yakinsamadigi ortaya ¢ikmaktadir

57 Lucas serisi entropi degerleri

2,4
2,1
1,8
1,5
1,2
0,9
0,6
0,3

—@— |ucas_normal_entropi(n)
—@— lucas_cift_entropi(n)

=== |ucas_tek_entropi(n)
—&— lucas_kare_entropi(n)

1234546 7 8 910111213141516171819

Sekil 2. Lucas Say1 Grubu Entropileri

Pozitif tamsayi entropi degerleri

w0 0Zitif_tamsayi_normal_entropi

pozitif_tamsayi_gift_entropi

pozitif_tamsayi_tek_entropi

pozitif_tamsayi_kare_entropi

0 2 4 6 81012141618202224262830323436384042444648

Sekil 3. Pozitif Tamsayilar Grubu Entropileri

Entropi degerlerinin  analizi igin say1 {ggenlerinden

yararlanilabilir. Pascal iiggeninde ilk terimden baslayarak
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birbirine paralel dogrularin ¢izilmesiyle ayni1 dogru tizerindeki
sayilarin  toplaminin  Fibonacci  sayilarmi  verdikleri
bilinmektedir. Benzer sekilde Lucas iiggeninde de ayni
yontemle Lucas sayilar1 elde edilebilmektedir. Pascal tiggeni,
Lucas tiggeni ve Leibniz’in harmonik licgeni sirasiyla Sekil 5,
Sekil 6 ve Sekil 7°de verilmistir.

Burada dikkat edilmesi gereken nokta Pascal ve Lucas
iicgeninde her satirdaki u¢ degerler sabit olmakla birlikte arada
kalan sayilar bir {ist satirdaki iki sayinin toplami seklinde elde
edilmektedir. Leibniz’in harmonik iiggeninde ise tam tersine
alt satirdaki iki saymin toplami {ist satirdaki sayiy1
vermektedir. Bahsi gegen ii¢ sayisal iiggenin entropilerinin

TPascaI licgeni

Entropi

Lucas liggeni === eibniz licgeni

sonuglart Sekil 4’de gosterilmistir

1 6111621263136414651566166717681869196
n

Sekil 4. Pascal, Lucas ve Leibniz iiggenleri entropilerinin

grafigi

Tablo 1. Lucas Sayilarmin ve Entropilerinin Dagilimlar

Lucas(n) Cift indisli Lucas Tek indisli Lucas Lucas Sayilarinin
n Sayilar Normal Entropi(n) Sayilari Entropi(n) | Sayilari Entropi(n) | Kareleri Entropi(n)
1 1 0 0 0 0
2 |3 0,811278 0,881291 0,721928 0,468996
3 4 1,40564 1,25503 1,12164 1,14162
4 |7 1,74647 1,42174 1,33774 1,32682
5 11 1,99044 1,49572 1,44963 1,4676
6 |18 2,15219 1,52811 1,50485 1,50901
7 |29 2,26653 1,54209 1,53099 1,53604
8 47 2,34467 1,54806 1,54296 1,5445
9 |76 2,39885 1,55058 1,5483 1,5494
10 | 123 2,43579 1,55163 1,55063 1,551
11 | 199 2,46097 1,55207 1,55164 1,55185
12 | 322 2,47796 1,55225 1,55206 1,55214
13 | 521 2,48938 1,55232 1,55224 1,55228
14 | 843 2,497 1,55235 1,55232 1,55233
15 | 1364 2,50207 1,55236 1,55235 1,55236
16 | 2207 2,50543 1,55237 1,55236 1,55237
17 | 3571 2,50764 1,55237 1,55237 1,55237
18 | 5778 2,50909 1,55237 1,55237 1,55237
19 | 9349 2,51003 1,55237 1,55237 1,55237
20 | 15127 2,51065 1,55237 1,55237 1,55237
21 | 24476 2,51105 1,55237 1,55237 1,55237
22 | 39603 2,51132 1,55237 1,55237 1,55237
23 | 64079 2,51148 1,55237 1,55237 1,55237
24 | 103682 2,51159 1,55237 1,55237 1,55237
25 | 167761 2,51166 1,55237 1,55237 1,55237
26 | 271443 2,51171 1,55237 1,55237 1,55237
27 | 439204 2,51174 1,55237 1,55237 1,55237
28 | 710647 2,51176 1,55237 1,55237 1,55237
29 | 1149851 2,51177 1,55237 1,55237 1,55237
30 | 1860498 2,51178 1,55237 1,55237 1,55237
31 | 3010349 2,51178 1,55237 1,55237 1,55237
32 | 4870847 2,51179 1,55237 1,55237 1,55237
33 | 7881196 2,51179 1,55237 1,55237 1,55237
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n=0
n=1
n=2
n=3
n=4
n=5
n=6
n=7
n=8

n=0

n=1

n=5

34 | 12752043 2,51179 1,55237 1,55237 1,55237
35 | 20633239 2,51179 1,55237 1,55237 1,55237
36 | 33385282 2,51179 1,55237 1,55237 1,55237
37 | 54018521 2,51179 1,55237 1,55237 1,55237
38 | 87403803 2,51179 1,55237 1,55237 1,55237
39 | 141422324 2,51179 1,55237 1,55237 1,55237
40 | 228826127 2,51179 1,55237 1,55237 1,55237
41 | 370248451 2,51179 1,55237 1,55237 1,55237
42 | 599074578 2,51179 1,55237 1,55237 1,55237
43 | 969323029 2,51179 1,55237 1,55237 1,55237
44 | 1568397607 2,51179 1,55237 1,55237 1,55237
45 | 2537720636 2,51179 1,55237 1,55237 1,55237
46 | 4106118243 2,51179 1,55237 1,55237 1,55237
47 | 6643838879 2,51179 1,55237 1,55237 1,55237
48 | 10749957122 | 2,51179 1,55237 1,55237 1,55237
49 | 17393796001 | 2,51179 1,55237 1,55237 1,55237
1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7
1 8 28 56 70 56 28 8
Sekil 5. Pascal Ucgeni
2
1 2
1 3 2
1 4 5 2
1 5 9 7 2
1 6 14 16 9 2
1 7 20 30 25 11 2
1 8 27 50 55 36 13
1 9 35 77 105 91 a9 15
Sekil 6. Lucas Uggeni
1
% 1/2
1/3 1/6 1/3
1/4 1/12 1/12 1/4
1/5 1/20 1/30 1/20 1/5
1/6 1/30 1/60 1/60 1/30 1/6
1/7 1/42 1/105 1/140 1/105 1/42 1/7
1/8 1/56 1/168 1/280 1/280 1/168 1/56 1/8
1/9 1/72 1/252 1/504 1/630 1/504 1/252 1/72
Sekil 7. Leibniz Uggeni
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4. Sonuc¢

Bu ¢aligmada Lucas sayilarinin, tek indisli Lucas sayilarinin,
¢ift indisli Lucas sayilarinin ve Lucas sayilarinin karelerinin bilgi
entropilerinin degerleri hesaplanmig ve daha once elde edilen
Fibonacci sayilariin entropileriyle kiyaslanmistir. Bunlara ek
olarak Pascal liggeninin, Lucas ii¢geninin ve Leibniz’in harmonik
iicgeninin de entropi degerleri hesaplanmig ve degisimleri
incelenmistir. Uggenlerin karmasiklik degerlerinin entropi
kullanilarak 6l¢iilmesi yeni bakis agilari, tiggenlerin barmdirdig:
bilgi miktarin1 6lgmek agisindan énemlidir. Uggenlerin birbirine
gore nasil bir davramig gosterdigi bu calismada elde edilen
sonuglarla goriilebilir.
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