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Oz

Bilgisayar donanimindaki teknolojik gelismeler, bilim adamlarimin bilimsel hesaplama ile ele aldigi sorunlarin boyutunu ve
karmagikligini biiyiik 6l¢iide genisletmesine izin vermistir. Seyrek polinomlar, hemen hemen her bilgisayar uygulamasinda bulunmakta
olup sifir katsayili polinomlar pratik ortamlarda siklikla ortaya ¢ikmaktadir. Son yillarda, gii¢ temelinden farkli terim temeli kullanilarak
seyrek bir polinomun interpolasyonu igin ¢esitli algoritmalar tasarlanmistir. Prony'nin 18. yiizyildaki klasik sayisal teknigi Ben-Or ve
Tiwari tarafindan yeniden kesfedilerek yaklasik 200 yil sonra bilgisayar alanina uyarlanmustir.

Pratik hayatta seyrek polinomlarin karsimiza ¢iktig1 durumalara baktigimizda bunlar arasinda goriintii netlestirme ve ses dalgalarinin
ayarlanmasi gibi problemler yer almaktadir. Fotograf isleme, onu gercegine yakin bir hale getirme son yillarda biiyiik ilerlemeler
kaydederken giiniimiizde orman, giin batimi, gokkusagi gibi manzaralarin dijital goriintiileri benzeri goriilmemis bir gercekeilikle
sentezlenebilmektedir. Bununla birlikte, kamera mercegi ve ses dalgalar ile ilgili fenomenleri simiile etmek hala zorlu bir problem
olmaya devam etmektedir.

Yapilacak olan ¢aligmada, merceklerin odak bulaniklig1, sapmalarinin ve ses dalgalarinin ayarlanmasinda kullanilan seyrek polinomlara
geometrik bir perspektiften yaklasilarak seyrek genellestirilmis ofset egrileri bulunacaktir. Bu seyrek genellestirilmis ofset polinom
egrisi, Prony algoritmasi ile egrinin degerleri kullanilarak yeniden elde edilecektir. Orijinal seyrek polinom ile seyrek genellestirilimis
ofset polinom egrisi ile arasindaki iliski incelenecektir. Boylece bu egriler kullanilarak kamera mercek ve ses dalgalarinin ince
ayarlarinin yapilmasina bilgisayar destekli geometrik tasarim ve hesaplama yontemleriyle katkida bulunulacaktir.

Anahtar Kelimeler: Seyrek Polinomlar, Prony Algoritmasi, Seyrek Genellestirilmig Ofset Polinom Egrisi.

Forming The Sparse Generalized Offset Polynomial Curve by Prony
Algorithm

Abstract

Technological advances in computer hardware have allowed scientists to greatly expand the size and complexity of the problems they
tackle with scientific computing. Sparse polynomials are found in almost every computer application, and zero coefficient polynomials
occur frequently in practical settings. In recent years, various algorithms have been designed for the interpolation of a sparse polynomial
using a different term basis than the power basis. Prony's classical numerical technique in the 18th century was rediscovered by Ben-
Or and Tiwari and adapted to the computer field nearly 200 years later.

When we look at the situations where sparse polynomials are encountered in practical life, these include problems such as image
sharpening and sound waves adjustment. While photo processing and making it close to the real thing have made great progress in
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recent years, digital images of landscapes such as forests, sunsets and rainbows can be synthesized with unprecedented realism.
However, simulating the phenomena associated with the camera lens and sound waves still remains a challenging problem.

In the work to be done, sparse generalized offset curves will be found by approaching the sparse polynomials used in the adjustment of
lens blur, aberration and sound waves from a geometric perspective. This sparse generalized offset polynomial curve will be
reconstructed using the values of the curve with the Prony algorithm. The relationship between the original sparse polynomial and the
sparse generalized offset polynomial curve will be examined. Thus, by using these curves, computer aided geometric design and
calculation methods will contribute to fine-tuning the camera lens and sound waves.

Keywords: Sparse Polynomials, Prony Algorithm, Sparse Generalized Offset Polynomial Curve.

1. Giris

Bilgisayar donanmimindaki teknolojik gelismeler, bilim
adamlarmin bilimsel hesaplama ile ele aldig1 sorunlarin boyutunu
ve karmagsikligini biiyiik 6lclide genisletmesine izin vermistir.
Bilgisayar programlarinin yiiriitme zamanini tahmin etmek,
bilgisayar sistemleri iginde onemli fakat zorlu bir sorundur.
Mevcut yontemler, tahmin ediciler olusturmak veya Onemli
ozellikleri se¢mek i¢in uzmanlarin program kodunun ayrintili
analizini yapmalarim1 gerektirir. Bilgisayar programlarinin
yirlitme zamanmi iyilestirmek amaciyla son yillarda, giic
temelinden farkli terim sayisi temelli algoritmalar tasarlanmigtir
[1]. Ornegin seyrek polinomlar, basitge sdylemek gerekirse, sifir
katsayilar1 agik¢a saklanmayan bir polinom tiiriidiir. Bu tiir
polinom sistemleri her bilimsel disiplinde bulunur ve kritik bir yer
tutar. Bu nedenle dogal olarak bunlari islemek igin verimli
algoritmalara sahip olmak istenir. Yogun polinomlar i¢in hizli
algoritmalar artik verimli olmayabileceginden, seyrek polinomlar
icin terim temelinin baz alindig: algoritmalar gelistirilmistir [2].
Interpolasyon, bazi degerlendirmelerden sonra bilinmeyen bir f
polinomunu 6grenme siirecidir. Seyrek bir polinomun
interpolasyonu 18. yiizyilin sonlarinda Fransiz matematik¢i
Gaspard de Prony tarafindan bulunmus olup 1980'lerde Ben-Or
ve Tiwari, Blahut ve Zippel ve digerleri tarafindan yapilan
ilerlemeler ile gelistirilmistir [3].

Paralel egriler olarak da adlandirilan ofset egrileri, orijinal
egrilerinden normal vektér boyunca sabit mesafede bulunan
noktalarin yeri olarak tanimlanir [4]. Bilgisayar destekli
geometrik tasarim (CAGD) alaninda, ofset egrileri tolerans
analizi, geometrik optik ve robot yol planlama gibi ¢esitli pratik
uygulamalarda yaygin olarak kullanilmaktadirlar. Giiniimiizde
egrinin Otelenmesi iizerine yapilan ¢alismalar bilgisayar destekli
geometrik tasarimin giincel konularindan biri olmaya devam
etmektedir.

Bu c¢aligmada amaclanan, merceklerin odak bulaniklig: ile
sapmalarmin ve ses dalgalarmim ayarlanmasinda kullanilan
seyrek polinomlara [5] geometrik bir perspektiften yaklagilarak
seyrek genellestirilmis ofset egrilerini bulmaktir. Bu seyrek
genellestirilmis ofset polinom egrisi, Prony algoritmasi ile egrinin
degerleri kullanilarak yeniden elde edilecektir. Orijinal seyrek
polinom ile seyrek genellestirilimis ofset polinom egrisi ile
arasindaki iliski incelenecektir. Boylece ofset egriler kullanilarak
kamera mercek ve ses dalgalarinin ince ayarlarinin yapilmasi
kisminda bilgisayar destekli geometrik tasarim ve hesaplama
yontemleri kullanilarak katkida bulunulacaktir.

2. Materyal ve Metot
2.1. Prony Algoritmasi

Cok degiskenli bir kara kutu polinomunun seyrek
interpolasyonu probleminde kara kutu polinomunun hem girdileri
hem de ¢iktilar1 bazi hatalara sahiptir; koklerinden degerlendirilen
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kara kutuyu interpolasyon yaparak verimli hale getirmek igin
¢oziimler  sunulmaktadir [6]. Bir f  polinomunun
interpolasyonunda polinom sifirdan farkli katsayilara sahip
ortogonal polinomlarin toplami olarak yazildiktan sonra orijinal
Prony algoritmasinda calistirilmaktadir. Tek degigkenli bir f
polinomunun kara kutudaki keyfi degerlerinden polinomu elde
edebiliriz. Ana fikir, ortogonal bazdaki seyrek interpolasyon
problemini giic bazinda seyrek interpolasyon problemine
indirgemek ve ikinci probleme Prony algoritmasini uygulamaktir

[7].
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Sekil 1: Prony Algortimasinda kullanilan
polinomlar ve yineleme parametreleri [13].

ortogonal

2.1.1. Genellestirilmis Ofset Egrileri ve bu egrilerin Prony
Algoritmast ile Coziilmesi

Diizlemsel bir parametrik egri, r = r(t) olarak
verildiginde yay uzunlugu parametresine goére S-Frenet catisinda
olusturulan  denklemleri % = —Kn, % = —ke seklindedir.

Burada burada e, n ve k sirastyla birim teget vektor, normal vektor
ve r(t) egrisinin egriligidir [18]. Serret-Frenet ¢atisinin elemanlari
kullanilarak diizlemsel r = r(t ) egrisi degisken ofset mesafesi ve
ofset yonii ile genellestirilmis ofset egrisi bigiminde yazilabilir:
(t € [0, 1]) igin genellestirilmis ofset egri denklemini r,(t) =
r(t)+ d,(t)e +d,(t)n olarak verilir ve burada d,(t) ve d,(t),
t 'e bagh birer fonksiyondur [8].

Diizlemsel bir egri ile diizlemsel egrinin genellestirilmis ofset
egrileri arasindaki iligkiden yararlanarak ele aldigimiz seyrek
polinomlar ve seyrek polinomlarin genellestirilmis ofset
egrilerine geometrik bir bakis a¢is1 ile yaklasilacaktir.

Caligmada ele alinan seyrek polinomlar ilk olarak polinom
egrisine doniistiiriiliirken sonrasinda Serret-Frenet ¢ati elemanlari
kullanilarak seyrek genellestirilmis ofset egrileri bulunacaktir.
Genellestirilmis  ofset egrinin kara kutu degerlerinden
faydalanilarak Prony algoritmasi ile yeniden {iretilmesi
saglanacaktir. Bunlara ek olarak, orjinal seyrek polinom egrisi ile
seyrek genellestirilmis ofset egrileri kiyaslanacaktir. Bu
caligmadaki adimlari kisaca ozetlersek:
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ADIM 1: Ele alinan seyrek polinomlarin polinom egrisine
doniistiiriilmesi

ADIM 2: Seyrek polinom egrisinin genellestirilmis ofset
egrilerinin bulunmasi

ADIM 3: Kara kutu degerleri bilinen ofset egrilerin Prony
algoritmasi kullanilarak degerlerinden yeniden olusturulmasi

ADIM 4: Ele alinan seyrek polinomun genellestirilmis ofset
egrisi  ile Prony algoritmasmmin  irettigi  polinomun
karsilagtirilmasi

3. Arastirma Sonugclari ve Tartisma

3.1. Seyrek Genellestirilmis Ofset Polinom Egrisi ve
Prony Algoritmasi Sonuglari

Seyrek bir polinom, sifir katsayilari agik¢a saklanmayan
polinomlar olup onlart islemek i¢in verimli algoritmalara sahip
olmak gerekir. Pratik hayatta bircok uygulamanin i¢inde var olan
seyrek polinomlar 6zellikle goriintii isleme problemlerinde
karsimiza ¢ikmaktadir. Sentetik goriintiilerin gercek hayattaki
goriintiilere eglesmesini maksimum seviyede saglamak dnemli bir
problemdir. Bu c¢alismada, optik polinom yaklasimlarinda
kullanilan seyrek polinomlarin kamera lenslerindeki goriintii
kalitesini arttirmak icin geometrik yaklagimla genellestirilmis
ofset egrilerinden yararlanilmistir. Bu amacla, goriintli ve sesin
iyilestirilmesinde kullanilan seyrek polinom egrilerinin seyrek
genellestirilmis ofset egrileri olusturulmus ve bu ofset egrisine ait
bazi degerler kullanilarak Prony algoritmasi ile seyrek
genellestirilmis ofset egrisi yeniden elde edilmistir.

Ornek 1:

y = x3 seyrek polinomu igin elde edilen seyrek genellestirilmis
ofset egrisi ile ilgili sonuglar Tablo 1 de verilmistir. Buna ek
olarak, y = x3 seyrek polinom egrisi ve seyrek genellestirilmis
ofset egrisinin grafikleri Sekil 2 de gdsterilmistir.

Tablo 1: Orjinal seyrek polinom ve Prony Algoritmasinin
Urettigi seyrek genellestirilmis ofset egrisi
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(b)
Sekil 2: Orjinal seyrek polinim egrisi (a), orjinal seyrek ve seyrek
genellestirilmis ofset egrileri (b)
Ornek 2:
y=x*—-1 seyrek polinomu i¢in elde edilen seyrek
genellestirilmis ofset egrisi ile ilgili sonuclar Tablo 2 de
verilmistir. Buna ek olarak, y = x* — 1 seyrek polinom egrisi ve
seyrek genellestirilmis ofset egrisinin grafikleri Sekil 3 de
gosterilmistir.

Tablo 2: Orjinal seyrek polinom ve Prony Algoritmasinin
Urettigi seyrek genellestirilmis ofset egrisi

Orijinal | Seyrek Genellestirilmis | Prony

Seyrek Ofset Egri Algoritmasinin

Polinom Urettigi Polinom
x*—1 (x+1,x*+4x3 —1,0) I x* — 6x% + 8x
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Sekil 3: Orjinal seyrek polinim egrisi (a), orjinal seyrek ve seyrek
genellestirilmis ofset egrileri (b)

Ornek 3:

y = 6x* seyrek polinomu i¢in elde edilen seyrek genellestirilmis
ofset egrisi ile ilgili sonuglar Tablo 3 de verilmistir. Buna ek
olarak, y = 6x* seyrek polinom egrisi ve seyrek genellestirilmis
ofset egrisinin grafikleri Sekil 4 de gosterilmistir.

Tablo 3: Orjinal seyrek polinom ve Prony Algoritmasinin
Urettigi seyrek genellestirilmis ofset egrisi

Orijinal | Seyrek Genellestirilmis | Prony
Seyrek Ofset Egri Algoritmasinin
Polinom Urettigi Polinom
6x* (x +1,6x* + 24x3,0) 6x* — 36x2 + 48x
—18
=3
N ,
(a)
1t \ //,-
0 ) — —— —
(b)

Sekil 4: Orjinal seyrek polinim egrisi (a), orjinal seyrek ve seyrek
genellestirilmis ofset egrileri (b)

Orneklerden de goriildiigii iizere orjinal seyrek polinom ile
seyrek genellestirilmis ofset egrileri kiyaslanarak seyrek
genellestirilmis ofset egrisi ile Prony algoritmasinin {irettigi
polinomlarin ayni oldugu goriilmektedir. Boylece, birden fazla
seyrek genellestirilmis ofset egrileri kullanilarak merceklerin
odak bulaniklig1 ile sapmalarinin, ve ses dalga ayarlamalarinin
yapilabilecegini umuyoruz.

4. Sonuc¢

Bu ¢alismada, genellestirilmis ofset egrisi kullanilarak seyrek
polinomlarin ofset egrileri Prony algoritmasi kullanilarak elde
edilmistir.  Genellestirilmis seyrek ofset egrileri kullanilarak
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kamera mercek ve ses dalgalarinin ince ayarlarinin yapilmasina
bilgisayar  destekli geometrik tasarirm ve  hesaplama
perspektiflerinden katkida bulunulmustur.
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