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Oz

Bu calismada fraksiyonel dereceli Lorenz Sistemi’nin devre sentezinde; fraksiyonel dereceli diferansiyel denklemlerin integrasyon
islemini ger¢eklemek i¢in standart kapasitorler kullanmak yerine R-C taklit devrelerinin kullanilmis ve bu devrelerin tasarim
asamalar1 tizerinde durulmustur. Fraksiyonel dereceli sistemin R-C taklit devreleri ile tasarimui i¢in, Matsuda yaklasiklik metodu ile
iiclincii dereceden transfer fonksiyonu elde edilmistir. Elde edilen bu fonksiyon FOSTER-I R-C agina doniistiiriilerek, kaotik Lorenz

Sistemi’nin devre ¢oziimiinde kullanilmigtir. Fraksiyonel dereceli Lorenz Sistemi’nin devre ¢dziimil ic¢in tasarlanan sistemin
dogrulamasi1 SPICE devre simiilasyonu ile yapilmustir.

Anahtar Kelimeler: Kaotik Lorenz Sistemi, Fraksiyonel Kapasitor, Devre Sentezi, Matsuda Yaklagiklik Yontemi, FOSTER-I1 Agi.

The Circuit Synthesis of the Fractional-Order Chaotic Lorenz System

Abstract

In this study, the R-C emulator circuits have been used instead of using standard capacitors in the circuit synthesis of the fractional-
order Lorenz System and the design stages of these circuits have been emphasized. A third order transfer function has been obtained
by Matsuda approximation method in order to get design of the fractional-order system with R-C emulator circuits. This obtained
function has been transformed into FOSTER-I R-C network and this network structure has been used in the circuit solution of the
chaotic Lorenz System. The verification of the system, which is designed for the circuit solution of the fractional-order Lorenz
System, has been made by SPICE circuit simulation.

Keywords: Chaotic Lorenz System, Fractional Capacitor, Circuit Synthesis, Matsuda Approximation Method, FOSTER-I Network.
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1. Giris

Diizensizligin diizeni seklinde tanimlanan kaotik sistemlerin
en temel karakteristikleri, baglangic sartlarina duyarlilik ve genis
giic spektrumudur. Bu kavram literatiire ilk kez Fransiz filozof
Henry Poincare’in yaptig1 astronomi c¢alismalari ile 20. ylizyilin
baslarinda sunulmus olup, kompleks sistemler iizerinde yapilan
analizlerle ilgili ¢caligmalarda kullanilmigtir [1]. Bu sistemlerde;
baslangic kosullarindaki kiigiik farkliliklar, sistem g¢ikiginda
biliyiik degisikliklere sebep olmakta ve bu sebeple sistem
cikisin  tahmin edilebilirligi zorlagmaktadir. Oyle ki bazi
durumlarda  kompleks davranig sergilemeyen dinamik
sistemlerde meydana gelen kiigiik parametre degisimleri, sistemi
kaotik davranisa siiriiklenmektedir.

Giinlimiizde kaos konusu; tip, fizik, kimya, biyoloji gibi
temel bilimler, miithendislik ve meteoroloji, ekonomi gibi farkli
alanlarda siklikla calisilmaktadir. Kiiresel 1sinma konusunda
karbon emisyonu iklim degisikligi gibi etkenlerin, ekonomi
iizerinde faiz oranlarinin ve borsadaki dalgalanmalarinin ya da
popiilasyon devamliligi igin ¢evre sartlarmin ele alindigr ve
diizensizligin hakim oldugu bilimsel ¢aligmalarda; bu siire¢lerin
devaminda meydana gelebilecek sonuglarin ongoriilmesi igin
eldeki verilerin analizine ve sonuglarin yorumuna ihtiyag vardir.
Dogrusal olmayan bu sistemlerin analiz siireglerinde klasik
yontemlerden yararlanilarak elde edilen sonuglar beklentileri
kargilamamaktadir. Bu sebeple kaotik sistemlerin analizi igin
yeni yontemlerin kullanilmasi giindeme gelmistir [2].

Dogrusal olmayan sistemlerin en yaygin uygulama
alanlarindan biri olan kaotik sistemler; ayrik zamanli fark
denklemleri ile tamimlanabildigi gibi, diferansiyel denklem
takimlari ile de ifade edilebilmektedir. Bunlarin yani sira, son
zamanlarda fraksiyonel tanimli genellestirilmis dogrusal
olmayan sistemler iizerine de bir¢ok calisma yapilmaktadir.
Fraksiyonel hesaplama, klasik matematiksel hesaptan farkli
olarak diferansiyel denklemlerin derecesinin tam sayi
olmayabilecegini belirtmekte ve daha genel bir tanimlama ortaya
koymaktadir. Bdylece herhangi bir diferansiyel denklemin
derecesi tam sayi, kesirli sayr hatta kompleks sayi
olabilmektedir. Kaotik sistemlerin uygulama alanlarina benzer
sekilde, fraksiyonel hesaplamali sistemler de miihendislik,
biyoloji, kontrol teorisi gibi alanlarda kullanilabilmektedir.

Fraksiyonel sistemlerin en Onemli avantajlarindan biri
sistem modelleme c¢aligmalarinda daha ayrmtili tanimlamalar
saglamasidir.  Ayrica modellerde  kullanilan  fraksiyonel
derecelerin harici bir sistem parametresi olarak kullanilmasi, bu
sistemlerin tasariminda ve kontrollerinde ek bir esneklik
saglamaktadir. Kaotik sistemler baglangic kosullarina ve sistem
parametrelerine hassas bagimli yapilar olduklarindan; bu
sistemlerin fraksiyonel dereceden ifadelerle tanimlanmalari,
analizlerinde ve kontrollerinde ek bir avantaj saglayacak ve
farkli dinamiklerin olugmasina dahi imkan verebilecektir [3].

Bu calismada kaos konusuna oOnciilik eden meteorolog
Lorenz’in 1963 yilinda sivilardaki tiirbiilans hareketi ile ilgili
yapmig oldugu caligmalar sonucunda literatiire kazandirilan
kaotik Lorenz Sistemi’nin fraksiyonel versiyonu {izerinde
durulmustur [4]. Oncelikle, fraksiyonel dereceden ii¢ adet durum
denklemi ile tamimlanan bu sistemin kararlilik analizleri
yinelenerek, sistemin kaotik davranig sergileyebilecegi minimum
fraksiyonel derece belirlenmistir. Ardindan, fraksiyonel derece
ile tanimli diferansiyel denklemlerin niimerik ¢ozimii igin
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kullanilan en yaygin yontemlerden biri olan Griinwald-Letnikov
(G-L) fraksiyonel tiirev yontemi ile sistemin niimerik yanitlart
elde edilmistir [5].

G-L yontemi niimerik yanitlarin incelenmesi hususunda
bagarili olmasmma ragmen, sistemlerin devre gergeklestirimi
caligmalarinda onceki durum bilgilerinin tamamina ihtiyag
duymaktadir. Bu nedenle gerceklestirim ¢aligmalarinda
elverissiz bir ¢6ziim haline gelmektedir. G-L yonteminin devre
gerceklestirimine aktarimi i¢in, her ne kadar sinirlt hafiza (short-
memory) yaklasimi gibi ¢oziimler Onerilse de, fraksiyonel
dereceli sistemlerin donanim gergeklestirimleri i¢in kullanilan
alternatif yontemler devre karmasikligi ve donanim maliyeti
acisindan daha avantajli hale gelmektedir. Bu alternatif
yontemler, genellikle fraksiyonel tiirev opetratdriinii arzu edilen
simirlt bantta karsilayacak olan tam sayr dereceli yaklasiklik
fonksiyonlariin tiiretilmesine dayanmaktadir. Devre sentezi
esnasinda ise ilgili yaklagiklik fonksiyonlar1 R-C, R-L ya da R-
L-C aglari ile taklit edilebilmektedir [6].

Bu ¢alismada fraksiyonel dereceli Lorenz Sistemi’nin devre
sentezinde; fraksiyonel dereceli diferansiyel denklemlerin
integrasyon islemini gerceklemek icin standart kapasitorler
kullanmak yerine R-C taklit devrelerinin kullanilmig ve bu
devrelerin tasarim asamalar1 {izerinde durulmustur. Fraksiyonel
dereceli sistemin R-C taklit devreleri ile tasarimi igin, Matsuda
yaklagiklik metodu ile {iglincii dereceden transfer fonksiyonu
elde edilmistir [7]. Elde edilen bu fonksiyon FOSTER-I R-C
agma dondstiiriilerek, kaotik Lorenz Sistemi’nin devre
¢oziimiinde kullamilmigtir. Tasarlanan fraksiyonel dereceli
Lorenz Sistemi’nin SPICE devre simiilasyonu ile dogrulamasi
yapilmustir [8-10].

Bu kapsamda; fraksiyonel dereceli kaotik Lorenz
Sistemi’nin tanitilmasi, denge noktalarinin hesaplanmasi,
kararlilik analizlerinin yapilmasi ve bu analizler sonucunda
sistemin  dinamiklerini  koruyarak = dogrusal = olmayan
davraniglarin1 sergileyebilmesi igin kullanilabilecek minimum
frasiyonel derecenin hesaplanmasi isleminin ayrintilar1 Bolim
2’de ele alinacaktir. Minimum fraksiyonel derecenin
belirlenmesinin  ardindan, Lorenz  sisteminin  dinamik
davraniglarini etkilemeyen bir fraksiyonel derece belirlenerek G-
L yontemi ile niimerik simiilasyon sonuglari elde edilmis ve bu
sonuglar Boliim 3’te verilmistir. Boliim 4°te fraksiyonel dereceli
sistemin gergeklestirimi i¢in kullanilacak olan FOSTER-I R-C
agmin olusturulmasi i¢in takip edilmesi gereken siirecin
ayrintilart ele alinmig ve SPICE devre simiilasyon sonuglar
sunulmustur. Son boliimde ise ¢alismadan elde edilen sonuglar
tartigilmaktadir.

2. Fraksiyonel Dereceli Lorenz Sistemi

Kaotik ve siirekli-zamanli dinamik sistemlerden biri olan
Lorenz sistemi sivilardaki konveksiyonu modellemek igin
sunulmustur. Ug¢ adet durum denklemi ile tanimlanan sistemin
durum denklemlerinden ikisi sicaklik katsayisi, liglinciisii ise hiz
alan1 katsayisidir. Fraksiyonel dereceli Lorenz Sistemi’ne ait
esitlikler Denklem 1°de verilmektedir [4]:

0 DthX =a(y-x)
Dy =cx-xz-y (1)
Dz =xy-bz
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Burada a, b ve ¢ Lorenz Sistemi’nin kaotik dinamiklerini
etkileyen ayarlanabilir parametreleridir. Sistemin tamsayi
derecede kaotik salinimlar sergilemesi i¢in a=10, b=8/3 ve c=28
olarak ayarlanabilir.

Denklem 1°de verilen Lorenz sisteminin denge noktalari,
sistemin durum degiskenlerinin sifira esitlenerek ¢oziilmesi
sonucunda Ei;=(0, 0, 0), E»=(-8.4853, -8.4853, 27) ve
Es=(8.4853, 8.4853, 27) seklinde hesaplanmigtir. Denklem
1’deki sistemin Jacobian matrisi Denklem 2’deki gibi elde
edilmigtir [11].

-a a 0
J=lc-7 -1 -x (2
y X -b

Fraksiyonel dereceli sistemlerin kararlik analizleri i¢in
Lyapunov {stellerini  hesaplama yontemi elverigsiz  bir
yontemdir. Bunun yerine, bu ¢alismada Tavazoei and Haeri [32]
tarafindan Onerilen ve kok degerlerinin hesaplanmasi ile
fraksiyonel sistemlerin kararliik durumlarinin belirlenmesine
imkan saglayan yontem kullanilmigtir. Buna gore; E: igin
Ozdegerler A3 = (-22.8277, 11.8277, -2.6667) iken, E, ve E3
icin Ozdegerler A123 = (-13.8546, 0.0940+10.1945i, 0.0940-
10.1945i) olarak elde edilir. Kararlilik sart1 i¢in |arg(d)|>(qn/2)
sartt saglanmalidir [12]. Buradan sarti saglayan minimum
fraksiyonel derece “gmin>0.9941” olarak elde edilmektedir. Bu
caligma igin fraksiyonel derece “g= 0.995” olarak se¢ilmistir.

3. Fraksiyonel Dereceli Lorenz Sistemi

Literatiirde fraksiyonel tiirev igleminin ¢6ziimi igin
Riemann-Liouville, Caputo ve Griinwald-Letnikov (G-L) gibi
farkl1 etkin hesaplama yontemleri mevcuttur [5]. Burada
fraksiyonel dereceli Lorenz Sistemi’nin niimerik simiilasyonu
icin matematiksel tanimlamalar1 Denklem 3°’te verilen G-L
yontemi kullanilmistir.

t-a

D7 FO=lim ﬁj(—ni(?jf(t—jro ©
j=0

Burada a ve t tiirev isleminin smurlari iken, h adim
biiyiikligidiir. ‘[*]” islemi tamsay1 kismi ifade ederken, binom
ifadesinin agilim1 Denklem 4’teki gibidir:

m - Ta+d @

i) T(+)r(g-j+1)

Denklem 3’te j=4000 ve h=0.01 degerleri kullanilarak
[x(0) =1, y(0) =1, z(0) =1] baslangi¢ kosullar1 kullanilarak G-
L yontemi ile ¢dziilen fraksiyonel dereceli Lorenz Sistemi’ne ait
niimerik simiilasyon sonuglar1 Sekil 1°de sunulmaktadir. Sekil
l.a’da x, y ve z durum degiskenlerinin zaman domeni cevaplari
sunulurken, Sekil 1.b’de x-z faz portresi cevabi verilmektedir.
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Sekil 1.Fraksiyonel dereceli Lorvenz sistemi’nin G-L ydontemi
kullanilarak yapilan niimerik simiilasyon sonucu.

4. Fraksiyonel Dereceli Lorenz Sistemi’nin
Devre Sentezi

Fraksiyonel dereceli Lorenz Sistemi’nin G-L yontemi ile
niimerik yanitlarin incelenmesinin ardindan bu bdliimde
fraksiyonel sistemin devre sentezi iizerinde durulacaktir. Daha
once de bahsedildigi gibi fraksiyonel tiirev ve intregral
islemlerinin niimerik ¢6ziimii igin gelistirilen yontemlerin
fraksiyonel dereceli sistemlerin devre sentezinde dogrudan
kullanilmas1 oldukca giictir. Bu sebeple fraksiyonel dereceli
sistemlerin donanim gergeklestirimleri i¢in kullanilan alternatif
yontemler devre karmagikligi ve donanim maliyeti agisindan
daha avantajli hale gelmektedir. Bu alternatif ydntemler,
genellikle fraksiyonel tiirev opetratoriinii arzu edilen sinirl
bantta karsilayacak olan tam sayr dereceli yaklasiklik
fonksiyonlarinin tiiretilmesine dayanmaktadir [6].

Bu caligmada fraksiyonel dereceli Lorenz Sistemi icin elde
edilmesi amaclanan tam say1 dereceli yaklasiklik fonksiyonun
hesab1 i¢in Matsuda yonteminden yararlanilmigtir. Yaklagikligin
Matsuda yontemi ile elde edilmesi i¢in iki asamal1 bir hesaplama
uygulanir. Oncelikle “s™nun rasyonel bir modeli siirekli
fraksiyonel agilim yontemi ile elde edilir. Ardindan arzu edilen
frekanstaki orijinal fonksiyona sabitleme iglemi uygulanir. Sonug
olarak “s™nun yaklasiklik fonksiyonu Matsuda yontemi ile
Denklem 5°teki gibi hesaplanir [7]:
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s% = dy(27f,) + 5‘2’;*0_ -
d,(27f,) + L
d, (2r,) + 2= 22
(5)
dorf)=(j2zf)?|
d,rf)=— 2717270 _gq N

d, (27 f)—d (27 f,)

Bu yontemde kutuplarin ve sifirlarin toplam sayisi yaklasik N
derecesi olarak bilinir.

Matsuda yontemi kullanilarak  q=0.995 degeri igin
hesaplanan yaklasiklik fonksiyonu Denklem 6’da sunulmaktadir:

0995 s® +4.165x10"s® +1.496x10% s + 4.109x10"
H (S)lon Matsuda — (6)
' 0.3924s® +1.428x10*s? +3.977x10" s +9.55x10’

Tam say1 dereceden tanimlanmis Lorenz Sistemi’nin ayrik
elemanlar kullanilarak donanim gergeklestirim caligmasi goz
online  alindiginda, sistemin  diferansiyel ifadelerinin
gerceklestirimi i¢in kapasitor elemammnin Z(s)=1/sC ifadesi ile
temsilinden yararlanilmaktadir. Lorenz Sistemi’nin ayrik
donanimla gergeklestirim ¢aligmasina 6rnek teskil eden bir devre
semast Sekil 2°de sunulmaktadir.

Sistemin gerceklestirim semasi géz oniinde bulundurularak,
Laplace domeninde tanmimli olan klasik kapasitor ifadesi ve
esitlikleri, fraksiyonel matematikle tanimlanarak genellestirilirse
Z(s) = 1/s%Cy tanimlamasi karsimiza ¢ikmaktadir. Bu tanimlama
fraksiyonel kapasitér kavrami olarak degerlendirilmekte ve iki
terminalli bir eleman gibi disiiniilmektedir. Bu iki terminalli
yapmin degeri 10nF olan normal bir kapasitor yerine
kullanilabilmesi i¢in, g=0.995 fraksiyonel derecesi ve Denklem
6’daki yaklasiklik fonksiyonu kullanilarak FOSTER-I R-C ag
yapisina uygun sekilde Sekil 3 ‘teki gibi bir tasarim yapilmigtir
[8].

Degeri 10nF/s®% olan ideal fraksiyonel dereceli kapasitdr
ve Denklem 6 ile verilen yaklagiklik fonksiyonunun genlik
(Sekil 4a) ve faz (Sekil 4b) yanitlarinin karsilagtirilmast Sekil
4’te sunulmaktadir. Tlgili sekillerden de gériilebilecegi gibi ideal
fraksiyonel kapasitoriin faz agis1 ng/2 iliskisine bagh olarak -
89.55°’de sabitken, yaklagiklik fonksiyonun faz agisi1 belirli bir
frekans bandi diginda sapmaktadir.

Sekil 3’teki bu tasarimda eleman degerleri Ro=2.5485Q,
R1=40.005Q, R2=433.7114Q, R3:=43.024MQ, C;=749.22nF,
C,=759.59nF, C3=9.6717nF olarak belirlenmistir. Bu R-C ag
yapisinin Sekil 2°deki devre yapisina adaptasyonu ile q=0.995
fraksiyonel dereceli Lorenz Sistemi igin tasarlanan devre yapist
elde edilmistir Bu devre yapisina ait SPICE simiilasyon
sonuglari Sekil 5°te verilmektedir.

Sekil 5’teki simiilasyon sonuglarindan goriildiigii gibi
q=0.995 fraksiyonel dereceli kaotik Lorenz sistemi igin
hesaplanan yaklasiklik fonksiyonu kullanilarak tasarlanan R-C
ag yapisinin, tamsay1 dereceli Lorenz Sistemi igin tasarlanan
devre yapisina adaptasyonu ile fraksiyonel dereceli sisteme ait
devre yapisi basarili bir sekilde sentezlenmistir.
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Sekil 2. Kaotik Lorenz Sistemi’'nin VOA tabanli opamplar
kullanilarak ayrik donanimlarla gerceklestirim semast.
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Sekil 3. q=0.995 fraksiyonel dereceli 10nF/s%%% [ik kapasitor
icin FOSTER-| R-C ag yapisina uygun tasarlanan devre semast.
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Sekil 4. Degeri 10nF/s®%% olan ideal fraksiyonel dereceli
kapasitor ile yaklasik fonksiyonunun a) genlik ve b) faz
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Sekil 5. g=0.995 fraksiyonel dereceli Lorenz sistemi’nin
FOSTER-I R-C rkullanilarak yapilan devre sentezine ait
simiilasyon sonucu.
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5. Sonug¢

Bu c¢alismada fraksiyonel dereceli kaotik Lorenz Devresi
icin FOSTER-I R-C ag yapisindan yararlanilarak bir taklit
devresi sentezi yapilmis sonuglar SPICE simiilasyonu ile test
edilmistir. Bu kapsamda Oncelikle kaotik Lorenz sisteminin
denge noktalar1 hesaplanmis, kararlilik analizleri yapilarak
sistemin kaotik davranig sergileyebilmesi icin minimum
fraksiyonel derecesi “Omin>0.9941” olarak elde edilmistir. Bu
hesaplamanin ardindan q=0.995 degeri kullanilarak fraksiyonel
dereceli Lorenz Sistemi’nin diferansiyel denklemlerinin ¢6ziimii
icin Griinwald-Letnikov analiz yontemi kullanilarak niimerik
analizi bagarili bir gsekilde yapilmistir. Niimerik analiz sonrasinda
belirlenen fraksiyonel derece icin Matsuda yaklasiklik yontemi
kullanilarak ticlincii  dereceden bir transfer fonksiyonu
hesaplanmuistir. Belirlenen transfer fonksiyonunun FOSTER-I R-
C ag yapist ile gergeklestiriminin tamsayi dereceli Lorenz
Sistemi icin tasarlanan devre yapisina adaptasyonu ile bu
sistemin fraksiyonel dereceden devre sentezi basarilt bir sekilde
yaptlmigtir. Sisteme ait devre simiilasyon sonuglari niimerik
simiilasyon sonuglari ile birebir uyumludur.
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